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Sur le probleme des transvasements. 
Par A. Sade ä& Marseille. 





Ce probleme, signal& pour la premiere fois par N. Chuquet (Triparty, 1484), puis par 
Tartaglia au 16°s. peut s’önoncer ainsi: Ona trois vases A, B, C contenant en tout s unites 
de volume. La capacit& de A est quelconque, mais au moins &gale ä s. Les capacites de B 
et C sont p et g;(s > p > g) p et g sont premiers entre eux. Soit i le contenu initial, f le 
contenu final de B. Comment passer de i & f par des transvasements ? Bachet (Problömes 
delectables, 1624, p. 206) traite la question pur s=8, p=5, 9=3, i=(0, f=4. 
V. Etten (1626), Ougthred (1653), Ozanam (1694), Labosne (1879) imitent cette solution. 
H. Schubert (1895) etudie le cas i = 0, s = kf. Brunel (1895) d&enombre les solutions qui 
repassent plusieurs fois par le m&me etat. R. Sprague (1940) exprime la condition de possi- 
bilit@ au moyen d’une suite de Farey. Sawyer (1950) et Mingot Shelly (1951) considerent 
des cas particuliers. 

Dans le present travail on se propose 1° de donner un critere de possibilit& ne 
conduisant pas & des calculs pratiquement inabordables, 2° d’indiquer le nombre des 
transvasements ne&cessaires. 

u, v, w 6tant les contenus respectifs de A, B, C & un moment quelconque, on peut 
faire correspondre & cet &tat le point de coordonnees cartösiennes u, v, w. Alors, en posant 
D=p-+g-—s, les points accessibles par des transvasements, dont le nombre est 
2(p+gsiD<sO0etp+g+ssiD>0, sont situ6s sur le perimetre d’un parallelo- 
gramme determine (qui peut &tre tronque) et l’on peut passer de tout «point» de ce 
contour au «point» du m&me contour deduit du premier par une translation parallöle ä 
un des cötes du perimötre. Les points consecutifs ainsi definis sont les sommets d’un 
polygone. 

A chaque polygone correspond un cycle de restes dont la loi de formation est la 
suivante: Le terme qui suit v est s— v ou v + q (mod p) suivant que v est sup£erieur ou 
non aäs—q=h. 

Pour que l’on puisse passer par transvasements dv=iäv=fet vice versa il faut 
et il suffit que i et f appartiennent au möme cycle. Pour que l’on puisse passer seulement de 
iä fü faut et il suffit que f appartienne au möme cycle que 0. 

Le cas D<1 est banal. Si D > 1, chaque cycle contient soit un, soit deux termes 
m, m’ superieurs ä h, et qui le caracterisent. Le nombre total des cycles est E (* 2 ), 
D>=3. En groupant dans une möme classe tous les cycles du möme ordre on obtient 
trois classes au plus. Les cycles d’une m&me classe se deduisent les uns des autres de la 
facon suivante: Soient m, m’ les deux &l&ments sup6rieurs ä Ah figurant dans un möme 
cycle. On majore d’une unit& le terme m et tous ceux qui precedent m et suivent m’. 
On diminue d’une unit& m’ et tous les termes qui pr&cedent m’ et suivent m. Ou on fait 
la m&me operation ä rebours. Dans cette transformation la difference k = m’ — m ne 
peut d&passer un certain maximum, e, propre ä la classe considöree. Chaque classe est 
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engendree par l’un des nombres E(s/2) +1, El(s— p)/2] +1, Els— 2] +1. I 
existe une premiere classe, contenant l’element m = h+ 1; elle est engendr6e par le 
terme g — 1. La derniere classe (qui peut coincider avec la pr&cedente) contient l’el&ment 
m = p—1; elle est engendree par le terme s— p + 1. Il peut exister une classe inter- 
mediaire. Quand la difference m’ — m est paire, la classe correspondante se termine par 
un cycle d’ordre moitie de l’ordre des cycles de cette classe. Ce cycle ne contient qu’un 
elöment superieur ä Ah; il peut aussi &tre regard& comme engendr& par l’un des trois 
nombres: (s — 9)/2, s/2, (s — p)/2. Si l’on compte ce cycle terminal comme faisant partie 
de la classe et si e est la difference maxima, m — m’, pour cette classe, celle-ci contient 
E(e/2) + 1 cycles. Une classe peut se reduire ä son cycle terminal. 

Le problöme des transvasements &tant ainsi ramene ä celui de reconnaitre si deux 
nombres i et f, appartiennent ou non au m&me cycle, et chaque cycle &tant caracterise par 
son, ou ses deux termes m, m’, superieurs & h, tout revient ä chercher si le cycle qui 
contient i et le cycle qui contient f ont, ou non, un nombre m superieur äh commun. 
D’apres la loi de formation des cycles on est conduit ä trouver la plus petite valeur entiere, 
positive, de x pour laquelle i + gr donne un reste (mod p) superieur ä Ah, ce qui peut se 
noter: i+qgx >h (mod p). . 

Pour resoudre la congruence ax + b > c (mod d), ou a et d sont premiers entre eux, 

1)sie<d—aeta+tb<d, 
resoudre l’inegalite ordinaire ax + b > c et choisir pour x la plus petite valeur entiere positive 
(+0) satisfaisant a cette inegalite; 

2) ie<d—aedsa+b, 
resoudre de la möme maniere l’inegalite ordinaire: a +b>c -+d; 

3)siezd—.a, 
chercher la plus petite valeur positive (+ 0) de y pour laquelle 

(*) dy—b <d—c; dy—b +0 (mod a). 

Quand y est connu, x est le quotient entier, non nul, de dy — b par a. Si le reste, r, non nul, 
est retranche de d, on aura (ä titre de verification): ac +b = d— r (mod d). 

4°) Si l’on aboutt ar=0,ouarxr=(, il faut prendre la 2” valeur de y qui satisfait 
(*) (la 3” si les deux cas se succedent). 

On a une rögle analogue pour ac +b <c (modd). Les valeurs successives 
d,d’,...,a, a’,... qui apparaissent dans les congruences diminuant comme dans la 
recherche du PGCD de a et de d, on finit par aboutir a une congruence &vidente. 

Exemple. s = 14295456, p = 7155529, q = 7145679, h = 7149783. Est-il possible 
de passer de i = 143859 a f = 1129459? Dans le cycle engendr& par i cherchons le 
premier el&ment qui surpasse h. Il faut resoudre successivement: 

7145673 x + 143859 > 7149783 (mod 7155529) 
9856 x + 7011670 < 5746 (mod 7155529) 
73 y + 5802 > 4110 (mod 9856) 
doü y=1,xr= 15, m = 7151548. 

Pour savoir si / appartient au möme cycle que : il faut r&soudre ge + f > h (mod p) 

dont la solution est: x’ = 115, m = 7151548, comme pour i. 


On peut donc passer deiä [et de fä& i par destransvasements et il ya x — x = 100 
termes dans la suite des contenus successifs du 2° vase, qui relie i & f. 





Eingegangen 28. Juli 1953. 











Die kubische Fermatgleichung in quadratischen Körpern. 


Von Alexander Aigner in Graz. 





1. Einleitung und Übersicht. 


In zwei früheren Arbeiten!) widmete ich mich der Gleichung x? + y®=2z?, welche 
in K(V m) und K(V — 3m) zugleich lösbar oder unlösbar ist. Sie ist im besonderen unlös- 
bar für m <0,m=2(3) mit nicht durch 3 teilbarer Klassenzahl des Körpers (nach 
Fueter 1913), ferner auch für m > 0, m = 1(3) bei nicht durch 3 teilbarer Klassenzahl 
von K (V — 3m). Wegen dieser Koppelung zwischen m und — 3m genügt es übrigens, 
m nicht durch 3 teilbar zu nehmen, was wir künftig auch stets tun wollen. 


Nun zeigte sich bei diesem Problem aber eine gewisse Wendung; und zwar von der 
Klassenzahl zu restcharakterlichen Eigenschaften der Primteiler der Zahl m. Erstlinig 
der kubische Charakter von 2, zweitlinig der quadratische Charakter bestimmter Zahlen 


aus KÄ(Y 2), so etwa der Grundeinheit, sind hier von Bedeutung. 


Die vorliegende Arbeit bringt nun einige weitere Resultate in dieser Richtung, vor 
allem aber einen Einblick in die so eigenartige Struktur des Problems, die damit zutage 
tritt. Die prinzipielle Möglichkeit oder Unmöglichkeit der Titelgleichung richtet sich 
nach dem von allfälligen Faktoren mit 2 als kubischem Nichtrest befreiten Teil der Zahl m. 
Setzt man m = + R:k, wobei R höchstens nur Faktoren mit 2 als kubischem Nichtrest 
enthält (auch R=1), so gibt es derartige ‚.freie Teile‘‘ k, für die die Gleichung stets un- 
möglich wird, und zwar unabhängig von der Klassenzahl. Eine solche Zahl k will ich 
Unmöglichkeitskernzahl, kurz Kernzahl nennen. (Sie ist sozusagen ein Kern der Unlösbar- 
keit, denan sich beliebig Faktoren mit 2 als kubischem Nichtrest anlagern können.) Die 
von ihr ausgehende Reihe der Zahlen + Ak heiße Kernkette. 


Für Zahlen, die nicht auf einer Kernkette liegen, deren freier Teil also kein Kern 
ist, bleibt die Möglichkeit der Titelgleichung prinzipiell offen, wobei sie aber (schon wegen 
der Klassenzahl) nicht immer eintritt. — Dabei ist, streng genommen, die Kernzahl nur 
als eine solche definiert, für die nach den hier entwickelten Methoden die Unlösbarkeit 
der Titelgleichung erkannt werden kann. Theoretisch wäre es sogar möglich (wenn auch 
nicht anzunehmen), daß die gesamte Kette einer Nichtkernzahl lauter unlösbare Fälle 
liefert, diese sich also praktisch völlig wie eine Kernzahl verhält. — Nach dem Bisherigen 


(anfangs zitierte Arbeiten) sind 1 und 2g, mit qg = 6n + 5 Primzahl und 2 —ı quadra- 
tischer Nichtrest mod g, solche Kernzahlen. Ich werde nun weitere Typen von Kern- 
zahlen sowie auch von Nichtkernzahlen angeben. Als besonderes und relativ weittragendes 
Ergebnis bringe ich schließlich den Satz, daß keine Kernzahl = 2(3) ist. 





1) A. Aigner, Weitere Ergebnisse über 2? + y? = 2? in quadratischen Körpern, Monatshefte f. Math. 56 (1952), 
S. 240 —252 und $. 335338. 
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Den Angelpunkt dieser Untersuchungen liefert die Äquivalenz von 
(1) z=?+y?=z’in K(Ym) und X?+4XY® = mZ? rational, (X, Y)=1. 
Da sei folgende kurze Bezeichnung eingeführt: es sei 


m, der quadratfreie Teil von X? +4Y?, 
m, der quadratfreie Teil von X. 


Wegen (X, YJ)=14, daher (X, X? +4Y°)=1,2,4, wobei X?+4Y?.:1(2). oder 
4 (8), also m, ungerade ist, gilt die Zerlegung 
m = m, ' My. 
Die Primfaktoren der (quadratfreien) Zahl m verteilen sich irgendwie auf m, und m,. Für 
Primzahlen 62 + 1 mit 2 als kubischem Nichtrest kommt dabei natürlich nur m, in 
Betracht, wie auch für 2. — Und weil (1) auch gleichzeitige Vorzeichenänderung von X 
und Y zuläßt, kann man etwa X? + 4 Y?> 0 normieren. m, ist damit ein positiver unge- 


rader Teiler von m. 
Damit führt unser Problem naturgemäß auf Untersuchungen im Körper K v2), 
weshalb das Wichtigste und später Benbligte über ihn hier vorangestellt sei. — Er hat 


die Klassenzahl 1, die Ganzheitsbasis 1, ya, 7 und eine unabhängige Einheit e = v3 —1. 
Wir wollen seine Zahlen künftig meist mit griechischen Buchstaben bezeichnen und auch 


gelegentlich statt a + b v2 = cV& kurz (abc) schreiben. Die Norm dieser Zahl ist 
N = Nl(a + BVa + cVA) — a3 + 2b? + 40? — babe. 


3 
Die „ungeraden‘‘, d. h. nicht durch v2 teilbaren Körperzahlen sind die mit ungeradem a. 


3 3 
Eine solche ist primär, d.h. = (Ya), oder nicht, d.h. = e(VA), je nachdem 5 gerade 
oder ungerade ist. Primäre und nicht primäre Zahlen gehen auseinander durch Multi- 
plikation mit der Einheit e hervor. — Bezüglich des quadratischen Restcharakters von e 
gibt es zwei Klassen, die ich kurz mit 


e+t und e- 


bezeichnen will. (Nach Primidealen der Klasse e* ist e quadratischer Rest.) Der Erklä- 
rungsmodul hierfür ist 4. 


2. Der quadratfreie Faktor von X? + 4 Y°. 
Wir befassen uns zunächst mit der m, genannten (positiven ungeraden) Zahl. Es 
zerfällt im Körper K v3) 
X+4Y:=(X+ yyaıx +2rr Va _xYVa)= ®: vi 


beide rate sind entweder teilerfremd oder haben nur den Primteiler v2 gemeinsam, 
und dann in 2. bzw. 4. Potenz. Wegen 3+m und X? +4Y°=0(9) scheidet auch der 
3 


Idealteiler von 3 aus. — Mit X +4Y°> Oist auh® = X + YVY4>0. 


Wir bezeichnen nun den quadratfreien Teil von ® =(X0Y) mit «x =(abec) und 
setzen 


2)  X+YVYi=lat+bVa+cVa+gV2a+aVd=a:—r. 
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Leicht findet man, daß N (x) = m,, dem quadratfreien Teil von X? + 4 Y®, ist. Zunächst 

ist mit ®> 0 auch «> 0, sodann ist x „ungerade“, also a ungerade; somit ist N («) 

positiv ungerade. Ferner enthält ®, weil die Kongruenz ® = (0 genau eine rationale 
3 


Wurzel für Y4 ergibt, zu jeder in X? + 4 Y®? aufgehenden Primzahl p nur ein Primideal 
ersten Grades (also weder im Falle p =6n + 1 zwei solche noch im Falle p =6n +5 
ein Primideal zweiten Grades); es sei denn X = Y =(\(p), was ausdrücklich ausgeschlos- 
sen ist. Daher enthält ® nur Primideale ersten Grades von lauter verschiedenen Normen 
und damit ist N(a&) =m,. 

Die Methode, alle Möglichkeiten der Gleichung (1) zu erschöpfen, besteht somit 
darin, für alle positiven ungeraden Teiler m, von m urd die zugehörigen Körperzahlen 
x mit N(&) = m, den Ansatz (2) zu machen, d.h. zu versuchen, & durch Multiplikation 
mit einer Quadratzahl des Körpers in eine Zahl mit verschwindendem Mittelglied (X0 Y) 
überzuführen; und sodann, falls diese Überführung überhaupt gelingt, nachzusehen, 
welche Werte dabei das X, bzw. sein quadratfreier Teil, annimmt, und ob der ‚passende‘ 
Wert m, = m/m, darunter vorkommen kann. 


Zu einem m,, also auch zu m, gibt es nur endlich viele wesentlich verschiedene a. — 
Der zunächstliegende Ansatz m, =1,x& =1 fällt praktisch aus, weil er allein in wieder- 
holter Anwendung zu einem infiniten Regreß führt; m, =1,x = e ist nur für gerades m 
möglich und auch da nur, wenn m kein Primideal der Klasse e- enthält (vgl. die anfangs 
zitierten Arbeiten). 

Der Ansatz (2) liefert nun durch Koeffizientenvergleich das System der drei Glei- 
chungen 


(3a) af? + 2bg? + Ach? + Acig + Abfh +Aagh = X 
(3b) bf? + 2cg? + 2ah? + 2afg + Acfh + Abgh = 0 
(3e) cf? + ag? + 2bh? + 2bfg + 2afh +Acgh =Y 


Wir haben bei gegebenen a, b, c ein passendes Tripe! f, g, h zu ermitteln, so daß der mittlere 
Koeffizient verschwindet. 

Zunächst einiges zur Teilerfremdheit. Für (X, Y)=1 ist (f,g,A)=1 natürlich 
notwendig, aber wie sich zeigen wird, auch hinreichend. (3a, b, c) ist ein lineares Glei- 
chungssystem für die drei Werte F=f?+Agh, G=g?+2/h, H=h?+ fg mit der 
Determinante —2N(&) #0. Daher könnte X = Y=0ohneF=G=H=( nur für 
2 und die Primteiler von N eintreten. Nun folgt aber aus 2 | X, Y nach (3a) 2| f, dann 
aus (3c) 2|g, und schließlich nach (3b) auch 2|h. Die 2 spielt also keine Sonderrolle. 
Auch 3, der einzige Primfaktor, ww F=G=H=0 ohne {=g=h=( möglich ist, 


3 3 3 3 
(wegen f:g:h=1: V2:— VY4= Va:y2: 4), kommt nach obigem (3 4 m) nicht in Be- 
tracht. 

So bleiben nur die Teiler von N; ein solcher sei p = „u mit dem Primideal 1. Gra- 
des (A) und dem (vielleicht noch weiter zerfallenden) Faktor u. Soll nun überhaupt 
p|X,Y sein, d.h. p[®=ag? mit A|x (und u +), so muß „| 9, also ® = a(uß)? 
sein. Setzt man X=pX’, Y=pY’,a= 4a’, so wird D=o’Au: uß?= pa’ uß?, also 


3 
öp=X +7 VA = x’ uß®, was wieder nur so möglich ist, daß p | X’, Y’ (also p?| X, Y, 
womit sich schon die ganze Gleichung durch p® kürzen ließe). Damit wird aber auch 
A| ’uß?, also (A + a’, wei) x quadratfrei) A | ö# somit Au | uß, d.i. p | , was soviel wie 
p | f,g,h bedeutet. — Damit ist der hinreichende Charakter von (f,g,h) = 1 für (X, Y) = 1 
bewiesen. 
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Untersuchen wir das Gleichungssystem (3a, b, c) nun noch vorerst nach dem Modul 


3 
der Potenzen von 2, (wobei mit 2 | f stets 2 4 g gilt, weil p nur V2 in erster Potenz ent- 
ha’ten kann), so zeigt sich hier der Unterschied zwischen primär und nicht primär, sowie 
zwischen den Klassen e* und e- (Kapitel 1, Schluß) mit dem Erklärungsmodul 4. Es 
ergeben sich für + (abc) folgende Restsysteme: 


e* primär: 100, 103, 121, 122. 
e* nicht primär: 110, 111,130, 131. 
e- primär: 101,102, 120, 123. 


e= nicht primär: 112, 113,132,133. 


Man kann weiter durch Multiplikation mit einer passenden Potenz von e? (was 
auf eine Hineinziehung einer Einheit in 9 hinauskommt) jede dieser 4 Klassen auf einen 
ihrer Vertreter normieren, etwa auf 100, 110, 102, 112. 

Bezüglich der Gleichungen (3a, b) ergibt sich dann folgendes Resultat: 


e* primär: (3b) möglich, X = 1(2) oder = 0(4), m beliebig. 
e* nicht primär: (3b) möglich, X = 2(4), m gerade. 
e- primär: (3b) möglich, X = 1(2) oder = 4(8), m ungerade. 


e- nicht primär: (3b) unmöglich. 


3. Der maßgebende quadratische Rest. 


Nun wollen wir die Gleichung (3b) weiterhin untersuchen. Faßt man etwa f, g, h als 
homogene ebene Koordinaten auf, so ist es die Gleichung eines Kegelschnittes, und zwar 
stets eines nicht zerfallenden, da die Determinante — 2N = 0 ist. Wir lösen etwa nach h 
auf und erhalten 

2a:h= —2bg—2cf +VD, 
wobei die Diskriminante D die Form 2. Grades in f und g 
D = (4c? — 2ab) f? + A(2be — a?) fg + 4(b? — ac) g? 


ist und ein Quadrat werden muß, damit wir eine (ganz) rationale Lösung erhalten. In 
ihren Koeffizienten sowie in den Hauptminoren 2. Ordnung der Kegelschnittsdeter- 
minante erscheinen dieselben drei Zahlen 


(4) d, = a? — 2be, du,=b? — ac, d, = Ac? — 2ab, 


als Funktionen von (abc) = & auch mit d,(&) bezeichnet (i = 1, 2, 3). Keine verschwindet; 
der Kegelschnitt ist keine Parabel. d, + 0 gilt schon, weil d, ungerade ist; bei d, = 0 
oder d, = 0 wäre, wie eine Ausrechnung ergibt, N(&) ein Quadrat, während sie doch 
quadratfrei ist. Es sei denn N = 1, welcher Fall schon behandelt ist. 

Eben dieselben drei Zahlen (4) treten auch als Koeffizienten der zu x = (abc) kon- 
jugierten Zahl (2. Grades) x = (d, }d,d,) auf. 

Setzen wir nun D= k®, so wird 


(üm, YRR: 05 aNf? + d,k? — (fd, — 2gd,)?, 
was nach Legendre genau dann rational zu lösen ist, wenn die Zahlen aN und d, nicht 
beide negativ sowie gegenseitig quadratische Reste sind. Und eine teilerfremde Lösung 
führt auch auf eine solche für f, g, k und damit für X, Y. 

Bezüglich des Vorzeichens wäre nach N > 0,x > O nur der Falla <0,c < O0 näher 


Bi’ wi‘ 
zu untersuchen. Aus «<0, d.h. |bY2|> |a|+|c/Y4| folgt aber unmittelbar 
b? — ac > 0. Die Vorzeichenbedingung ist also immer erfüllt. 











=] 
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Bezüglich der quadratischen Reste ist nach den drei Beziehungen 
E—d.d,=aN, 4d; — dd, = 2bN, 18 —dd,=cN 
stets aN quadratischer Rest nach d, (und d,; analog 2bN und cN); ebenso sind 
d,, d,, d, gleichzeitig quadratische Reste nach N. 


3 3 

Sie bilden mod N die geometrische Reihe d,:d,:d, =1:Y4:Y16. 

Ferner teilt N die Zahlen dd —4d} und d; —4d}. — Und da schließlich sicher 
d, = b? — ac quadratischer Rest nach a ist, kommt alles auf die eine Bedingung hinaus, 
daß d, quadratischer Rest nach N ist. Dabei ist im Falle quadratfreier Norm N auch stets 
(d,, N) =1; denn ein gemeinsamer Teiler ginge in d,, d,, d, auf, also eine natürliche Zahl 
in der konjugierten &, was bei quadratfreier Norm von & unmöglich ist. — Wir erhalten 
demnach den wichtigen und ganz allgemein (nebenbei auch für gerades a) gültigen Satz: 

Eine Zahl (abc) mit quadratfreier Norm kann genau dann durch Multiplikation mit 
einem Quadrat in eine Zahl ohne Mittelglied (X 0 Y) übergeben, wenn b? — ac quadratischer 
Rest nach ihrer Norm ist. 

Das ist z. B. nicht der Fall für (7 44) mit der Norm 55 und b? — ac = — 12. 

Wählen wir nun & primär, also b gerade, so wird 

aN = a* + 2ab? + Aac? — 6a?be = 1(4), bei geradem c sogar = 1(8); 
bei ungeradem c ist aber d, = b? — ac ungerade und gleich seinem ungeraden Teil u,. 
Daher wird, falls (u,, a) = 1 ist, direkt im Jacobischen Restsymbol 
(4) N) = (d,/aN) = (u,/aN) = (aN/u) = +1. 
Und setzt man sonst die quadratfreien Teile der Zahlen u,, a und N (letzterer N selbst) 
gleich x,2,, 23%3%,, 242, mit (z,, z;) = 1, so gilt auf Grund obiger Relationen (2,2,2,/2,) = +1 
sowie 
(A223) = (fa) = (a) = +1 
bzw. 
(22,2/25) = (22,27/2,) = (— 22,02,/2,) = +1, 

wobei 23737, = 1(4) bzw. auch noch = 1(8) gilt. — Daraus wird nun 


(— zul 22) (27/2) (20/22) = (&i/20,) = + 1 bzw. (Ara/ar,) = +1, 
was schließlich (2,2/2,2,) = + 1 bzw. (22,2,/2,2,) = + 1, also jedenfalls (d,/N) = + 1 
ergibt. Es gilt also 


(6) Jacobisymbol (9) = +1, wenn x primär. 


Für primäre Zahlen ist also die maßgebende quadratische Restbedingung im Prinzip 
immer erfüllbar, deshalb freilich noch nicht tatsächlich erfüllt (s. obiges Beispiel); die 
Anzahl der Primteiler, die sie nicht erfüllen, ist gerade, wenn auch nicht notwendig Null. 

Beim Übergang zur assoziierten Zahl ex = (?e — aa — bb — e) tritt an Stelle von 
d, die Zahl 


d,(ex) = (a —b)? — (2c — a) (b—c) = a? +b? +2c? — ab — ac — 2be. 
Diese Zahl ist nach dem Modul & kongruent 
(b? + 2be +20? b?+bce +2c?b?+bc+c?)= (111): (b?bec?), 


wovon der erste Faktor die Einheit e-'!, der zweite aber mod. x kongruent b? — ac = d, 
ist. Also gilt die Beziehung 


(7) d,(x)= € d,(ex) (mod a). 
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Beim Übergang von « zu ex bleibt somit der quadratische Charakter für alle Prim- 
idealteiler der Klasse e* gleich, während er sich für alle solchen der Klasse e- ändert. 
Hier tritt wieder der Unterschied dieser beiden Klassen zutage. — Enthält « (mindestens) 
einen Teiler der letzteren Klasse, so sind jedenfalls nicht beide Ansätze ® = xp? und 
® = exp? lösbar. 

Gehört die primäre Zahl & selbst der Klasse e- an, enthält sie also eine ungerade 
Anzahl solcher Primteiler, so wird das Jacobi-Symbol für die Zahl ex nach (6) und (7) 
gleich — 1, also die maßgebende quadratische Restbedingung an sich unerfüllbar. Nicht- 
primäre Zahlen der Klasse e- sind also als quadratfreier Teil einer Zahl ohne Mittelglied 
unmöglich. Ein Resultat, das wir schon bei der Betrachtung des Gleichungssystems (3) 
mod. der Zweierpotenzen erhielten und das sich hiermit auf aridere Weise bestätigt. 

Lassen wir nun N (&) = peine Primzahl sein (2 kubischer Rest) und wählen & primär, 
so bedeutet das Jacobisymbol + 1 auch wirklich quadratischen Rest und somit wird 
® = ap? stets möglich. Das bedeutet den Satz: 

Für jede Primzahl p mit 2 als kubischem Rest ist X? + 4Y® = pZ? mit teilerfremden 
X, Y lösbar. 

Ohne die Teilerfremdheit wäre der Satz trivial. 


4. Die Gestalt des Faktors X. 


Wir wenden uns jetzt der Gestalt zu, welche nach (3a) das X bzw. sein quadrat- 
freier Teil m, im Falle der Lösbarkeit von (3b) annimmt. — Zu diesem Zwecke gehen wir 
von einer Lösung aus, deren Existenz wir wenigstens im Falle der Primzahlen nachge- 


m. 
wiesen haben: A+ CY4 = #ß® mit (A,C)=1. Da läßt sich jede beliebige andere 
Lösung (es gibt entsprechend der Lösungsmannigfaltigkeit von (5) deren unendlich viele) 
in der Form 
(X0Y)=(A0C) (fgh)? 
wenigstens mit gebrochenen rationalen Zahlen f, g, h darstellen. Das führt wieder auf ein 
Gleichungssystem der Art (3a, b, ec) mit A, 0, C an Stelle von a, b,c. Nun ist aber — das 
eben als besonderer Vorteil — die mittlere Gleichung in f linear: 
f(Ag + 2Ch) = — Cg? — Ah®. 
Die eine Möglichkeit Ag + 2Ch = Cg? + Ah? = 0 führt, nachdem A, C =+ 0 (sonst wäre 
der quadratfreie Faktor & = 1, welcher Fall schon erledigt ist) und auch A? +4C? +0 
ist, nur auf g = h = 0 (mit f == 1), also auf dieselbe Lösung A, C zurück. Für jede davon 
verschiedene Lösung X, Y ist somit Ag + 2Ch +0, und wir können demnach für f in 
die obere Gleichung für X einsetzen und erhalten 
(8) X(Ag + 2Ch)? = — 3AC?: g* + (4A? — 8C°) - g’h + 18 A2C - g?h? 

+ 24AC? - gh? + (A? + 16C®) 4%, 
eine Form 4. Grades in g und h, wo wir uns bei Multiplikation mit der 4. Potenz des ge- 
meinsamen Nenners unter g, h auch wieder ganze Zahlen vorstellen können. Es kommt 
also auf die algebraisch-zahlentheoretische Beschaffenheit dieses Polynoms an. — Diese 
Form hat auch A selbst, da die Lösung A, C aus einer anderen durch dieselbe Formel 
erhalten wird. 

Demnach kann eine Primzahl (auch fürg=h=0) nur dann in X in ungerader 
Potenz, d.h. in m, enthalten sein, wenn sie Teiler des inhomogenen Polynomes 


Pix) = — 3AC?z! + (4A? — 80°) x3 + 18A:Cr? + 24 ACtz + (A® + 16C°) 
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mit x = g/h ist. Für g + 0, k = 0 ergibt sich wegen — 3AC? die bekannte Äquivalenz 
von m und — 3m; dieser Fall darf hier beiseite bleiben. Für jeden anderen Fall ist h + 0. 
— Und es gibt, wie wir sehen werden, Nichtteiler dieses Polynoms. 

Die algebraischen Verhältnisse liegen hier ganz gleichartig wie bei dem speziellen 
Polynom in meiner anfangs zitierten zweiten Arbeit. Transformiert man die Gleichung 
P(xz) = 0 auf die — 3 AC®-fachen Wurzeln und schafft das Glied mit x? weg, so bekommt 
man 
2+—6(A?+C?)(A?+4C?) 2? +42 4? —C?)(A! +4C?)? 7 — 3(A3+C?)? (A + 40°)? — 0 
mit der kubischen Resolvente 


2 — 414° + c) (4° + 409)” + 2|6Ac(a° + ac9)’= 0, 


3 
wo die kubische Adjunktion auf V2 und die letzte quadratische auf 
Beer Fa 
VA: +2C:/2— ACY4 hinausläuft. Dieser Radikand ist der konjugierte Faktor 


._ 
2. Grades zu A + C V4; und nachdem (A 0 C) = aß? mit & = (abc) war, wird die kon- 
jugierte Zahl gleich &ß*; also kommt es schließlich auf /x, die Quadratwurzel aus der zur 
Zahl & (mit quadratfreier Norm m,) konjugierten Zahl 


& = (a? — 2be 20? — ab b? — ac) = (d, }.d, d,) 
hinaus. 


Bezüglich der Kongruenzwurzeln von P(z) = O0 nach den Primzahlen p > 3 ergibt 
sich daraus folgendes Bild; es gibt deren 5 Arten. 


1) 6n + 1 mit 2 als kubischem Nichtrest: eine Kongruenzwurzel. 

2) 6n + 1 mit 2 als kubischem Rest und allen drei Werten von « als quadratischem 
Rest: vier Kongruenzwurzeln. 

3) 6n + 1 mit 2 als kubischem Rest und nur einem Wert von & als quadratischem 
Rest: keine Kongruenzwurzel; Nickhtteiler. 

4) 6n + 5 mit & als quadratischem Rest: zwei Kongruenzwurzeln. 

5) 6n +5 mit & als quadratischem Nichtrest: keine Kongruenzwurzel; Nichtteiler. 


Die Teiler von m, selbst sind hierbei ausgenommen; ihr Verhalten als Teiler von P(x) 
ist auch belanglos, weil sie dadurch nur gemeinsame Teiler von X und Y würden und sich 
aus der Grundgleichung (1) wegkürzten. 


Geht man also von einer gegebenen quadratfreien Zahl m, = N(a) aus, so kann 
die Gleichung X? +4XY° = m,m,Z? (wobei m, quadratfrei und zu m, teilerfremd) 
jedenfalls durch den zu & gehörigen Ansatz nicht gelöst werden, sobald m, eine Primzahl 
vom Typ 3) oder 5) enthält. — Auf diese Weise erhalten wir allenfalls unter den Viel- 
fachen der Zahl m, eine Liste von „Kernzahlen‘“. 


5. Das Teilersymbol. 
Wir nehmen jetzt aus K (V2) zwei zueinander teilerfremde quadratfreie Zahlen 
& = (abc) und «&’ = (a’b’c’) mit den ebenfalls zueinander teilerfremden quadratfreien 
Normen N und N’. Wir untersuchen die Frage, wann eine Zahl ohne Mittelglied 
®=(X0 Y) gleich «x’ 9* sein kann, und zwar im Zusammenhang mit den Möglichkeiten 
von ® = ap? und DB = a’ p?. 


Journal für Mathematik. Bd. 195. Heft 1/2. & 
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Das notwendige und hinreichende Kriterium für diese Ansätze besteht darin, daß 
die nach den Formeln (4) gebildeten Zahlen d, bzw. d (i = 1, 2,3) quadratische Reste 
nach N bzw. N’ sind. Nun ist 


aa’ = (abe) (a’b’c’') = (aa’ + 2be’ + 2cb’ ab’ + ba’ + 2cc’ ac’ + ca’ + bb’) 
und daher 


d,(a') = (ab’ + ba’ + 2cc’)? -— (aa’ + 2be’ + 2cb’) (ac’ + ca’ + bb’) 
= did, + dıd, + ddıd,. 


Auf Grund von 
3 3 


d2:d,:d=1: VA: Vi6 (a) bzw. d:di:d,=1:V&: V16 (eo) 
ergibt sich 


R| 


d,(&&') = d, - (d; 34; d;) = d, - &° (mod a) 


bzw. 
d,(a') =d, (d, 3d,d,) = d, & (mod «‘’) 


mit den konjugierten Werten & und &' zu & und a’. Beim Übergang von « zu einem Viel- 
fachen &x’ multipliziert sich die maßgebende Zahl d, mit dem konjugierten Wert des 
hinzutretenden Faktors: 


(10) d,(00') = d,(&) a’ (mod a) 
und entsprechend verhält sich der quadratische Restcharakter mod N. 


Wählen wir nun wieder « und «’ (damit auch «, &’ sowie &«’) primär, so wird nach 
(6) für die maßgebenden Zahlen wenigstens das Jacobisymbol + 1; also 


(m) (ar) = Enz) +1 oma (=) 


und daher nach Formel (10), die natürlich auch mit Vertauschung von & und «’ gilt, 
immer 


ii ©)-(@ 
& & 
eine stets reziproke Beziehung. 
Nehmen wir nun zwei natürliche Primzahlen p und g der Art 6n + 5, so enthalten 
sie je einen primären Teiler 1. Grades (bis auf die irrelevante Multiplikation mit einem 


Einheitenquadrat). Setzen wir diese als x und «’ in (11) ein, so läßt sich zwischen p und q 
eine eindeutige und stets symmetrische Relation definieren: Wir setzen 


und nennen dies das Teilersymbol. Es kann den Wert + 1 oder — 1 annehmen und stets 
gilt 
T(pl) = T(g/p), 


wie immer sonst auch die beiden Primzahlen sein mögen (auch beide von der Form An + 3). 


Sollte jedoch eine Primzahl p der Art 6n + 1 mit 2 als kubischem Rest vorliegen, 
so enthält sie drei solche primäre Teiler 1. Grades. Auch für diese läßt sich die analoge 
Relation aufstellen; bei Übertragung auf die natürliche Primzahl p aber erhalten wir 
3 Teilersymbole, welche wohl zu unterscheiden sind, was wir etwa (9 = 6n + 5) durch 
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die Bezeichnung T‘,(p/g), Tz(p/g), 7z(p/g), kurz T,, 7,, 7, tun wollen. Auch hier gilt 
die Reziprozität und ferner ist 


TTT,= +1, 


weil hier %,%,%; = p? ist. Jeder der drei Idealteiler ist Träger eines 7-Symbols. 


Ist schließlich auch g von der Art 6n + 1 mit 2 als kubischem Rest, so erhalten wir 
entsprechend neun T7-Symbole T7;,;(p/g) (i, j = 1,2, 3). Wieder gilt die Symmetrie und 
auch 

IIT,,; = IT, = +1. 
ı ) 


Der Wert eines jeden solchen 7-Symbols läßt sich durch den quadratischen Rest- 
charakter nach einer natürlichen Primzahl ermitteln, indem man eine rationale Kon- 


3 
gruenzwurzel für V2 einsetzt. 


Für die Primzahl 3 wird stets 7 = + 1; für Primzahlen mit 2 als kubischem Nicht- 
rest sowie auch für 2 ist T zunächst nicht definiert. Wir wollen es aber in folgender Weise 
erweitern: Für erstere sei auch stets T = + 1, für 2 sei 7 mit dem quadratischen Charak- 
ter der Einheit e nach dem ungeraden Relationspartner erklärt. Besonders diese Erwei- 
terung wird sich als wichtig erweisen. — T(p/p) bleibe grundsätzlich nicht definiert. 


Daraus ergeben sich alle Möglichkeiten für die Beziehungen zweier (verschiedener) 
Primzahlen zueinander: 

Zwischen zwei Primzahlen der Art 3n + 2 gibt es zwei Beziehungen: das (einzige) 
T-Symbol ist entweder + 1 oder — 1. 


Zwischen einer Primzahl der Art 3n + 1 (2 kubischer Rest) und einer der Art 
3n + 2 gibt es auch zwei Beziehungen: entweder alle drei T7-Symbole + 1 oder eines + 1, 
die beiden andern — 1. 

Zwischen zwei Prımzahlen der Art 3n + 1 (2 kubischer Rest) gibt es drei Beziehun- 
gen: alle neun 7-Symbole + 1; fünf 7T-Symbole + 1 (bei entsprechender Bezeichnung 
der „Rand“, mit einem Index 1), die andern vier — 1; nur drei Symbole + 1 (bei ent- 
sprechender Bezeichnung die „Diagonale“ 7,,), die sechs andern — 1. 

Wie wir sehen werden, spielen diese Beziehungen eine große Rolle bei unserem 
Problem. 

Hiernach lassen sich auch 7-Symbole für quadratfreie Oberzahlen (formale Zähler) 
nach der Regel 7(r/p) : T(s/p) = T(rs/p) bilden. Solange dabei nur Primzahlen 3n + 2 
im Spiel sind, verbleibt das Symbol völlig eindeutig und gibt für p = 6n + 5 den quadra- 
tischen Restcharakter des Produktes der betreffenden konjugierten Zahlen 2. Grades 
nach dem Teiler 1. Grades von p an. — Sonst verdreifacht sich die Anzahl der Symbole 
mit jedem Primfaktor 3n + 1 in entsprechender Weise. 


Nach Kap. 4, Schluß zeigt das Teilersymbol an, ob eine Primzahl p beim Ansatz 
(X0 Y) = ap? mit N(a) = m, in m,, dem quadratfreien Teil von X, auftreten kann. 
Dies ist für p = 6n + 5 möglich oder nicht, je nachdem T= +1 oder T= —1 ist. 
Das gilt auch für die Erweiterungen, besonders im Falle der Primzahl 2 nach Kap. 2, 
Schluß. Der Hinzunahme des Faktors 2 entspricht die Hinzunahme nichtprimärer An- 
sätze. — Für p =3n + 1, 2 kubischer Rest, wird p | m, möglich oder nicht, je nachdem 
alle drei betreffenden 7 gleich + 1 oder deren zwei gleich — 1 sind. — Besteht m, selbst 
nur aus Primfaktoren 3n + 2, so überträgt sich diese Entscheidung auf den gesamten 
Ansatz X? + 4 Y? = m,Z? überhaupt (nur ein «). 
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Nunmehr kann man die Beziehung (10) auch mit &’ = ß und N(a) = p Primzahl 
in der Form schreiben 


(12) (ED) = (Me) Tan); 


wieder völlig eindeutig, wenn alle beteiligten Primzahlen = 2(3) sind. 








6. Aufbau von Unmöäglichkeitskernzahlen. 


Mit diesem Stande hätten wir nun das nötige Rüstzeug, um systematisch zum 
Aufbau von Kernzahlen zu schreiten. Beginnen wir mit dem einfachsten Falle, mit dem 
Produkte zweier Primzahlen p und g der Art 6n + 5, deren primäre Teiler 1. Grades 
etwa & und ß heißen mögen. Es sei also m = m,m, = pqR, wobei R= + 1 oder sonst 
nur Faktoren mit 2 als kubischem Nichtrest enthält. Ferner bedeute u den quadratfreien 


Teil der Zahl X+ YYA& (es ist N(„) = m,). — Dann gibt es nach Ausscheidung des 
Falles m, = 1 sowie der nichtprimären Ansätze u = ea, u = eß, u = eaß, welche nur bei 
geradem m möglich wären, folgende drei Möglichkeiten: 


m=p, u=% m=qR; 
m, — 4, u=p, m=pR; 
m, = Pq, u= aß, m=R. 
In den ersten beiden Möglichkeiten müßte nach Kap. 4 der Faktory bzw. p ein Teiler 


des betreffenden Polynoms sein, was unmöglich ist, wenn T(p/g) = — 1 ist; die dritte 
Möglichkeit wird aber nach (6) und (12) für T(p/g) = — 1 ebenfalls unmöglich. Somit ist 
pq Kernzahl, falls T(p/g) = — 1 ist. 

Das bedeutet, ausführlich ausgesprochen, den Satz: 

Sind p und q zwei Primzahlen der Art 6n +5 mit T(p/g) = —1, so ist in jedem 


Körper K(VpgR), wo R>0 höchstens Primzahlen der Art 3n +1 mit 2 als kubischem 
Nichtrest (oder noch 3) enthält, eine Gleichung x° + y®? = z° unmöglich, und zwar auch bei 
durch 3 teilbarer Klassenzahl. 

Beispiele mit durch 3 teilbarer Klassenzahl wären: / — 1135 (1135 = 5 - 227, 
113 — 44° + 1135), Y— 1927 (1927 = 41 -47, 4: 2° = 11? + 1927). 

Unsere Titelgleichung kann also nur in Fällen mit 7(p/g) = + 1 lösbar sein, wie 
es z. B. bei /85 geschieht, wo 7(5/17) = +1 ist. 

Als nächsten Schritt betrachten wir ein Produkt von mehreren Primzahlen der 
Art 6n + 5. Der Einfachheit halber bezeichnen wir es selbst mit m = m,m,, wobei sich 
dann dem Teil m, noch allfällig ein Faktor R aus lauter Primfaktoren mit 2 als kubischem 
Nichtrest anschließen kann. Wieder scheidet m, = 1 sowie jeder nichtprimäre Ansatz aus. 
In m, vereinigt sich also eine gewisse Teilmenge dieser Primzahlen (vielleicht auch alle), 
und „ mit N(„) = m, ist das Produkt der zugehörigen primären Primfaktoren 1. Grades 


aus K(/ 2). Die restlichen Primzahlen aus m bilden dann m;. 
Nach den Ergebnissen im ersten Teil dieses Kapitels (Formel (12) und davor) muß 
nun einerseits für jeden Primteiler p, von m, 


(13) 7%: /pı) he 


andrerseits auch für jeden Primteiler p, von m, 


(14) T(m/p) = +1 
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sein. Das heißt, die m, bildende (nicht leere) Teilmenge der Primzahlen von m muß so 
beschaffen sein, daß jede Primzahl aus m zu einer geraden Anzahl aus dieser Teilmenge 
in der Beziehung T = — 1 steht. (Mag sie nun selbst dieser Teilmenge angehören oder 
nicht; innerhalb zählt sie selbst nicht mit — 7(p/p) ist nicht definiert —, sondern nur die 
anderen Faktoren von m,; die O gilt als gerade Zahl.) Gibt es keine derartige Teilmenge, 
so ist m Kernzahl, d.h. es ist x? + y? = z? in jedem Körper K (V Rm) unmöglich, wo 
RO keine weitere Primzahl mit 2 als kubischem Rest mehr enthält. 

In dieses Schema fügt sich mit ihrem 7-Symbol unter einer gewissen Umdeutung 
der Zahl m, auch die Primzahl 2 ein. Wir ordnen nämlich bei einem nichtprimären Ansatz 
u = ex, mit N(&) = m, und « primär, 2 zur Teilmenge der (ungeraden) Faktoren von m,, 
während wir beim primären Ansatz 4 = «a die 2 außerhalb lassen (also in m,). Für 4v = e 
bildet 2 allein die „innere Menge‘. Dann treffen nach der Definition von 7(2/N (&)) = + 1 
oder — 1, je nachdem x in der Klasse e* oder e liegt, und nach Kapitel 2, Schluß, sowie 
Formel (7) die Regeln (13) und (14), wobei nun auch 2 in m, stehen kann, auch für diese 
Primzahl völlig zu und 2 spielt im Schema keine Ausnahmerolle mehr, wodurch wir nun 
im Gesamtbereich der Primzahlen 3n + 2 operieren können und alle primären sowie 
nicht primären Ansätze erfassen. — Primzahlen 6n + 1 (2 kubischer Rest) ziehen wir 
aber erst später in Betracht. 

Dieses Schema läßt sich anschaulich darstellen durch einen Graphen. Wir zeichnen 
die Primzahlen von m (zunächst alle = 2(3)) als Punkte und verbinden etwa zwei solche, 
die in der Beziehung T = — 1 stehen, durch eine Linie. (Man könnte auch umgekehrt 
die mit 7 = + 1 verbinden.) Für ein zu untersuchendes m sind die Punkte fest vor- 
gegeben und ihr Graph kann auch isolierte Punkte enthalten (wenn für eine Primzahl 
stets 7 = + 1 ist). Dann ist zur Lösbarkeit von x? + y? = z? in K(V m) oder KV— m), 
allgemein K (/ Rm) mit R wie oben, notwendig, daß der zu m gehörige Graph irgendeine 
Teilmenge von Punkten enthält, zu welcher von jedem Punkte — innerhalb oder außer- 
halb von ihr gelegen — eine gerade Anzahl von Linien führt. Diese Teilmenge muß also 
unter sich einen Eulerschen Graphen bilden und außerdem aber noch bezüglich jenes 
äußeren Punktes in „gerader Lage‘ sein. Diese „‚Innenpunkte‘“ bilden das m,, die „Außen- 
punkte‘ das m,. Wir wollen eine solche Teilmenge eine lösende Teilmenge, kurz eine 
Lösung nennen. In Fig. 1 und Fig. 2 bilden die eingekreisten Punkte eine solche Lösung. 


ME ER h 
a 


Fig. 1 Fig. 2 








Ein isolierter Punkt bildet stets eine brauchbare Lösung, nicht jedoch die leere Menge; 
ferner ist die Gesamtmenge als Lösung zugelassen. 

Hingegen besitzt, wie einfache Beispiele zeigen, nicht jeder Graph eine lösende 
Teilmenge; so z. B. nicht folgende Graphen mit 4 Punkten: 
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Jeder Graph ohne Lösung liefert eine Kernzahl. Einen Graphen von Fig. 3, 4,5 bilden 
die Primzahlen 2, 11, 41, 71 bzw. 5, 11, 17, 23 bzw. 2,5, 17, 23. Daher sind Kernzahlen 
2-11-41:71 = 64042, 2:5:17:23= 390, 5-11 -17-23 = 21505 (s. Tabelle am 
Schluß). 

Dazu liefert Y — 13 - 3910 ein Beispiel mit durch 3 teilbarer Klassenzahl (ersichtlich 
aus 29? =2-.5-17 +13:23-92). 

Auch ein Graph mit einer beliebigen geraden Anzahl von Punkten, welche nur 
getrennt paarweise verbunden sind (regulärer Graph 1. Grades), oder wo alle Verbindungs- 
linien gezogen sind (vollständiger Graph), hat keine Lösung. — Es gibt also Kernzahlen 
von beliebig hoher Zusammensetzung. 

Daß jeder Graph auch an (unendlich vielen) Primzahlkombinationen verwirklicht 
wird, ergibt sich aus dem Satz, daß in jeder Restklasse eines beliebigen Moduls (zu diesem 
teilerfremd) stets unendlich viele Primideale 1. Grades vorhanden sind. 

Hingegen besitzt ein Graph mit ungerader Punktezahl immer eine Lösung, welcher 
Satz nun in einem eigenen Einschubkapitel gezeigt sei. 


7. Ein Satz über Graphen. 


Wir wollen also folgenden Satz beweisen: 

In jedem (endlichen) Graphen mit ungerader Punkteanzahl gibt es eine (nicht leere) 
Teilmenge von Punkten, zu der von jedem Punkte eine gerade Anzahl von Linien führt. 

Wir betrachten hier naturgemäß nur Graphen ohne Zweiecke, wo also zwischen 
zwei Punkten höchstens eine Linie gezogen ist. Übrigens überträgt sich der Satz sofort 
auch auf Graphen mit Zweiecken, da ja die Linienzahl nur mod. 2 genommen wird. Mit 
sich selbst ist kein Punkt verbunden zu denken, also ohne „Schlingen“. — Man kann 
dem Satz auch folgende textliche Einkleidung geben: Unter einer ungeraden Anzahl von 
Personen findet sich immer ein Kreis, so daß jede Person eine gerade Anzahl aus diesem 
Kreise kennt (kennen dabei als symmetrische, nicht reflexive Relation verstanden). 

Da der Satz für die Punktezahl 1 trivial und auch für die Anzahl 3 leicht nach- 
geprüft ist, verwenden wir den Schluß von n auf n + 2. Zunächst schicken wir noch 
einen aus der Definition der lösenden Teilmenge (die im Satz genannte Eigenschaft) 
unmittelbar ersichtlichen Ailfssatz voraus, welcher nebenbei auch für gerade Punkte- 
anzahl gilt, nämlich: 

Hat ein Graph zwei verschiedene Lösungen 2, und %,, so hat er auch eine dritte: 
die „mod. 2 addierte‘‘ Menge 2, + &, — 2,%,. — Diese enthält alle entweder in 2, oder 
in 2, vorkommenden Punkte, unter Weglassung der gemeinsamen. 

Wir wollen nun, da kein Mißverständnis zu befürchten ist, statt &, + %, — U, 
einfach 2, + &, schreiben, also für die Addition mod. 2 das Operationszeichen + be- 
nützen?). 

Denn allgemein addieren sich für irgend zwei Teilmengen M, und M, die Anzahlen 
der zu einem Punkte P führenden Linien mod 2; sind diese Linienzahlen s,, s,, s; für 
M,, M, und M, = M, + M,, so ist 3=s; + s,(2). Für lösende Teilmengen sind dann 
alle diese Zahlen für jeden Punkt / gerade. 

Danach ergeben sich aus k unabhängigen Lösungen im Ganzen 2* — 1 Lösungen, 
nämlich alle solchen ‚„‚Linearkombinationen‘“. Sie bilden nach 2 + & = 0 zusammen mit 
der Nullmenge als Einheitselement eine Abelsche Gruppe vom Typ 2, 2,..., 2. 


2) Diese Summendefinition findet sich auch bei O. Veblen, Analysis Situs (New York, 2. Aufl. 1931, S. 10). 











Aa 1a M4D3o a oe a A 


Am 

















Aigner, Kubische Fermatgleichung in quadratischen Körpern. 15 


Nunmehr greifen wir irgendeinen Punkt P heraus; er sei insgesamt mit r Punkten 
A,, Aa, - - „, A, verbunden. (Ein isolierter Punkt bietet sofort eine Lösung.) Die r Graphen, 
welche durch Weglassen von P und A,, von P und A,,..., von P und A, entstehen, 
also je um 2 Punkte weniger enthalten, haben laut Induktionsvoraussetzung ihrerseits 
lösende Teilmengen, welche 2,, ,,.. ., 2; heißen mögen. Diese Mengen brauchen nicht 
alle verschieden zu sein; sie können teilweise oder ganz zusammenfallen. Von jedem der 
außer P und den A, noch übrigen Punkten (falls solehe noch vorhanden) führt zu jeder 
2, und daher auch zu jeder Kombination aus ihnen eine gerade Anzahl von Linien, ebenso 
von A; zu 8, für i # j; fraglich ist nur die betreffende Lage von A; zu 2, sowie von P zu 
allen ®. 


Wir zählen nun die verschiedenen %;, zu denen A, gerade liegt. Da sind die drei 
Fälle denkbar: 


4) Mindestens zwei der A, (etwa A, und A,) liegen zu 2; gerade, wobei auch &, + ®, ist. 


2) Mindestens ein A, (etwa A,) liegt zu A, gerade; aber (falls überhaupt mehrfach) 
alle diese 2; sind gleich .. 


3) Kein A; liegt zu %, gerade. 


Im Falle 1) bilden 2, und %,, daher auch &, + %, eine Lösung für das System ohne 
P (mit gerader Punktezahl). Zu einer dieser drei Mengen liegt aber sicher P gerade, 
welche damit auch eine Lösung des Gesamtsystems vorstellt. 


Im Falle 2) stellt 2, eine Lösung für das System ohne P dar. Es liege etwa für 
i=1,2,...,% der Punkt A, zu®%;=%, gerade, füri=k+1,...,r aber A, zu $; 
ungerade. (Eventuell auch nur k = 1.) Dann liegen zur Menge %, +" +&=NR 
alle Punkte A;,;,,. . ., Ar ungerade. Sämtliche noch übrigen Punkte (außer P) aber liegen 
zu R gerade. Im Teilgraphen, den diese Menge bildet, sind also die A;,;,, - - -, Ä,, soweit 
sie ihr selbst angehören, Knotenpunkte ungeraden Grades. Jeder Graph enthält aber 
Knotenpunkte ungeraden Grades in einer geraden Anzahl. Die Menge R enthält also 
eine gerade Anzahl dieser Punkte. Ganz das Gleiche findet man aber auch für die Menge 
&,+ NR. Daher muß auch die ‚Summe‘ dieser beiden Mengen, das ist 2,, eine gerade 
Anzahl aus A;;,, . . ., A, enthalten, und, da &, =, = 2; die Punkte A,, A,,.. ., Ar 
per definitionem nicht entbält, eine gerade Anzahl von A-Punkten überhaupt. Nachdem 
aber die A genau die mit P verbundenen Punkte sind, bedeutet das soviel wie, daß P zu 
2, gerade liegt, somit 2,, bereits eine Lösung das System ohne P, auch eine Lösung das 
Gesamtsystems ist. 


Im Falle 3) schließlich liegen zur Menge &, +%+''':+%,= ZU; alle A, unge- 
rade (also Z%, + 0). Sie stellen, sofern sie ihr selbst angehören, die Knotenpunkte unge- 
raden Grades dar, sind also in gerader Anzahl in ihr vorhanden. Das heißt, ? liegt zu 
ZR, gerade. Füge ich nun P zu ZR, dazu, so geht die ungerade Lage aller A in die gerade 
über, während sich die gerade Lage der sonstigen, mit P nicht verbundenen Punkte nicht 
ändert. Ich komme also auch hier zu einer, sogar mindestens zwei Punkte enthaltenden, 
Gesamtlösung in der Gestalt ZQ, + P. 


Damit ist der Satz vollends bewiesen. 


8. Weiteres über Kernzahlen und Ausblick. 


Für unser Problem bedeutet dieser Graphensatz zunächst, daß eine Zahl der Art 
3n + 2, die aus lauter Primfaktoren dieser Art besteht, nicht Kernzahl ist. 
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Um nun auch die Primzahlen 3r + 1 (2 kubischer Rest) einzubeziehen, bedenken 
wir, daß ein solches p bezüglich jedes Ansatzes zwei unabhängige 7-Symbole hat und ihr 
Produkt als drittes; und ferner, daß p genau dann Teiler des Polynomes mit dem quadrat- 
freien Teil m, ist, wenn alle drei, also alle zwei unabhängigen 7-Symbole + 1 sind. Dem- 
nach wird im Graphen eine Primzahl der Art 3n + 1 durch zwei Punkte vertreten. Dabei 
besteht für diese Punkte eine gewisse Freiheit, nämlich eine Auswahl aus drei ‚„Vorlagen‘‘, 
welche bezüglich jedes anderen Punktes durch eine gerade Summe der entsandten Linien 
(also 000, 011, 101, 110) untereinander gebunden sind. Daraus resultieren drei Graphen. 
Außerdem ist es grundsätzlich gleichgültig, ob man sich die beiden p-Punkte verbunden 
denkt oder nicht, so daß die Zahl auf 6 Möglichkeiten steigt. Bei Hinzunahme von k Prim- 
zahlen der Art 3n + 1 (2 kubischer Rest) steigt die Zahl auf 6* Graphen, welche aber 
nicht alle verschieden (oder gar topologisch wesentlich verschieden) zu sein brauchen. 


Gibt es bei all diesen möglichen Graphen keine „lösende Teilmenge“, so liegt eine 
Kernzahl vor. Das ist z. B. der Fall bei Fig. 3 (Kap. 6), wenn etwa die oberen Punkte mit 
p, die unteren mit qg und r, zwei Primzahlen der Art 3n + 2, besetzt werden. Die 5 anderen 
zugehörigen Graphen gleichen dann topologisch Fig. 4 oder Fig.5, womit in keinem 
Falle eine Lösung existiert. 


Dieser Typ ist etwa für p = 31,gq = 2, r = 41 realisiert. Also ist 2 - 31 - 41 = 2542 
eine Kernzahl. Es gibt also auch Kernzahlen mit einem Primfaktor der Art 3n + 1. 


Besitzt andrerseits ein Graph mit zweifachen p-Punkten (gleichgültig ob mit unge- 
rader oder gerader Gesamtpunktezahl) eine lösende Teilmenge, so ist sie, falls sie beide 
Punkte einer Primzahl enthält, zunächst zwar unbrauchbar, kann aber immer in eine 
Lösung verwandelt werden, welche nur einen p-Punkt enthält. Dazu braucht man nur 
einen p-Punkt aus % herauszunehmen und seine Verbindungslinien auf den anderen 
p-Punkt zu übertragen; allfällig entstehende Doppellinien sind zu streichen, also mod 2 
zu übertragen. Dann ist dieser in & verbleibende p-Punkt durch den dritten an sich mög- 
lichen ersetzt, was einen erlaubten Operator, den Übergang zu einem gleichberechtigten 
Graphen, darstellt. Und alles bleibt in gerader Lage, also der Lösungscharakter erhalten. 
Auf diesem Wege kann man schrittweise alle „Doppelpunkte‘‘ aus der Lösung entfernen, 
und wir kommen zu einer unmittelbar brauchbaren Lösung, welche von jeder Primzahl 
=1(3) höchstens noch einen Punkt enthält. 


Da nun eine beliebige Zahl der Art 3n + 2 stets einer ungeraden Punkteanzahl ent- 
spricht und bei einer solchen für jeden Graphen eine Lösung existiert, haben wir somit 
den allgemein gültigen Satz: 


Es gibt keine Unmöglichkeitskernzahl der Art 3n + 2. 


Dieses Ergebnis scheint — zumal hier auch die Klassenzahl kein Hindernis ist — 
darauf hinzudeuten, daß x? + y? = z?in K(ym) für |m | = 2(3) stets lösbar ist, was ich 
hiermit als Vermutung aussprechen möchte. Tatsächlich ist auch, soweit ich sehe, noch 
in keinem solchen Falle ein Unmöglichkeitsbeweis geführt, während zahlreiche Beispiele 
für die Lösbarkeit vorhanden sind. Freilich ist dies damit noch lange nicht bewiesen. Es 
gibt ja auch im Falle | m | = 1(3) Zahlen, die in unserm Sinne keine Kernzahlen sind, und 
wo doch die Unmöglichkeit gilt — schon auf Grund einer nicht durch 3 teilbaren Klassen- 
zahl. Und da bleibt wieder die Frage offen, ob vielleicht etwa für Zahlen, die nicht auf 
einer Kernkette liegen, und bei durch 3 teilbarer Klassenzahl die Gleichung immer mög- 
lich ist. 
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1 Zum Abschluß gebe ich eine Tabelle der 7-Symbole für die Primzahlen unter 100: 
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Sie dient zum Aufsuchen oder Ablesen von Unmöglichkeits-Kernzahlen; eine solche ist 
z.B. 2:5-17-47-53-59, weil der Graph dieser Primzahlen keine Lösung hat. 
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Einige Sätze über Lagebeziehungen in endlichen Graphen. 


Von Alexander Aigner in Graz. 


Anläßlich eines zahlentheoretischen Problems!) hatte ich den dort benötigten Satz 
bewiesen: 


Satz 1. In jedem endlichen Graphen mit einer ungeraden Anzahl von Punkten gibt es 
eine (nicht leere) Teilmenge, zu der von jedem Punkt aus eine gerade Anzahl von Linien 
führt (Geradlösung, kurz Lösung genannt). 

Nunmehr möchte ich etwas näher auf dieses Gebiet, das auch in einer etwas anderen 
Richtung liegt als sonstige Untersuchungen über Graphen, eingehen und einige ähnliche 
Sätze bringen. 

Zunächst einige vorbereitende Klarstellungen. Für uns ist der Graph eine beliebige 
Auswahl von Linien zwischen fest vorgegebenen Punkten, kann also — im Gegensatz zur 
meist üblichen Auffassung — auch isolierte Punkte enthalten. Dadurch unterscheiden 
sich auch (trotz einiger Verwandtschaft) die Geradlösungen etwa von den Eulerschen 
Teilgraphen. Auch ist umgekehrt nicht jeder Eulersche Teilgraph eine Geradlösung, weil 
hierbei auch die Stellung der Punkte außerhalb des Teilgraphen mitspielt. — Da es sich 
im wesentlichen um Linienzahlen mod. 2 handelt, genügt es, nur Graphen ohne Doppel- 
linien zu betrachten, bei denen also zwischen zwei Punkten nur eine oder keine Linie 
führt. Ferner sei kein Punkt mit sich selbst verbunden (Graphen im engeren Sinne). 


Wenn nun, wie in Satz 1, die Linien von einem Punkte P zu einer Teilmenge WM 
(die auch die Gesamtmenge sein kann) gezählt werden, so zählen hierbei, falls P der Teil- 
menge M selbst angehört, nur die anderen Punkte von M; falls P außerhalb von M liegt, 
zählen alle Punkte von M. Ist diese Zahl gerade bzw. ungerade, so wollen wir kurz sagen: 
P liegt zu M gerade bzw. ungerade. 


Danach können wir auch die Lage zweier beliebiger Teilmengen (des vorgegebenen 
Systems von endlich vielen Punkten) zueinander als gerade oder ungerade definieren, 
mögen diese Mengen nun zueinander fremd sein oder nicht, indem wir die zu einer Menge 
von den Punkten der anderen Menge ausgehenden Linienzahlen über alle diese Punkte 
summieren. (Die Linien zwischen den gemeinsamen Punkten werden dabei doppelt ge- 
zählt.) Daraus ergibt sich, weil bei Vertauschung der beiden Mengen genau dieselbe Zahl 
resultiert, eine stets symmetrische Beziehung. Zu sich selbst liegt jede Menge gerade, 
weil hier alle Linien doppelt zu zählen sind. Eine Lösung liegt dann nicht nur zu jedem 
Punkt, sondern zu jeder beliebigen Menge gerade. — Ein isolierter Punkt ist stets eine 
Lösung. 

Unter der Summe zweier Mengen M, + M, soll hier die Menge verstanden werden, 
welche alle Punkte enthält, die einer und nur einer der beiden Mengen angehören. Dann 


!) A. Aigner, Die kubische Formatgleichung in quadratischen Körpern, Journ. f. r. u. a. Math. 195 (1955), 
3—17. 
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ist stets M + M = 0. Die Summe mehrerer Mengen enthält dann genau die Punkte, die 
in einer ungeraden Anzahl dieser Mengen vorkommen. (Für fremde Mengen läuft das 
auf die gewöhnliche Summe hinaus.) 
Setzen wir ein Vorzeichen sig(M, N) = + 1 für gerade, — 1 für ungerade Lage, 
so gilt allgemein 
SIg(M, + M,, N) = sig (M,, N) sig (M,, N), 


d. h. eine Menge (die auch ein Einzelpunkt sein kann) liegt zur Summe gerade, wenn sie 
zu beiden Summanden gleichartig liegt. Entsprechend entscheidet bei mehr Summanden 
die Anzahl der ungerade liegenden. 

Die Gesamtheit der Lösungen eines Graphen bildet zusammen mit der leeren Menge 
bezüglich dieser Summenbildung eine Abelsche Gruppe vom Typ 2,2,2,...,2. Bei k 
unabhängigen gibt es insgesamt 2* — 1 Lösungen. — Die Gesamtheit aller Teilmengen 
bildet bei n Punkten eine solche Gruppe der Ordnung 2". Alle zu einer Menge, die keine 
Lösung ist, gerade liegenden Teilmengen bilden darin eine Untergruppe vom Index 2. 

Wir führen nun den Begriff Bild (Ungeradheitsbild) einer solehen Punktmenge 
B(M) ein und verstehen darunter die Gesamtheit aller Punkte des Graphen, die zu M 
ungerade liegen. 

Für eine Lösung wird B=0; es ist auch stets B(0)=0. Ferner gilt, wie man 
leicht sieht, das Gesetz B(M + NR) = B(M) + BIN). 

Die Gesamtheit der Bilder bildet daher auch eine Gruppe, und zwar eine Unter- 
gruppe der Teilmengengruppe vom Index 2*, wenn es k unabhängige Lösungen gibt. 
(Sie entspricht der Faktorgruppe nach der Lösungengruppe.) Für k=0 besteht ein- 
stufige Isomorphie; jede Menge ist ein Bild. 

Man sieht sogleich: Ein Bild kann Punkte, die einer und derselben Lösung & ange- 
hören, nur paarweise, in gerader Anzahl, enthalten. (Denn eine Lösung liegt ja zu einer 
beliebigen Teilmenge gerade.) Und auch die Umkehrung: Eine Teilmenge, deren Punkte 
in allen Bildern nur paarweise auftreten, ist eine Lösung. Demnach sind unter den Teil- 
mengen die Bilder durch die notwendige und hinreichende Bedingung gekennzeichnet, 
daß aus jeder Lösung nur eine gerade Anzahl von Punkten vorkommt. Die Punkte aber, 
die keiner Lösung angehören (falls solche vorhanden), sind frei kombinierbar; sie können 
in jeder beliebigen Zusammenstellung auftreten. Im besonderen allein, d.h. es gibt eine 
Menge, zu der nur dieser eine Punkt ungerade liegt. 

Aus dieser Struktur der Bildermenge ergeben sich dann verhältnismäßig rasch die 
folgenden Sätze. 


Satz 2. Hat ein Graph mit gerader Punktezahl eine Geradlösung, so hat er auch eine 
zweite unabhängige, d. h. mindestens drei Lösungen. 

Beweis. Es sei 2 eine solche Lösung. Entferne ich nun einen 2 angehörigen Punkt P 
aus dem Graphen, so hat das verbleibende Teilsystem mit ungerader Punktezahl nach 
Satz 1 für sich eine Lösung %,. Zu dieser Menge liegen also alle Punkte außer P sicher 
gerade. Da aber das Bild von 2, im Gesamtgraphen nicht aus ? allein bestehen kann 
(P ist Angehöriger der Lösung %, die in jedem Bilde paarweise auftreten müssen!), so 
muß auch ? zu £, gerade liegen, welche somit eine zweite, und zwar sicher von % ver- 
schiedene Lösung darstellt (2 enthält ?, &£, nicht). 

Nach demselben Verfahren lassen sich die Sätze 1 und 2 zusammenfassend weit- 
gehend verallgemeinern: 

Satz 3. Ein Graph mit ungerader Punktezahl hat eine ungerade, ein Graph mit gerader 
Punktezahl eine gerade Anzahl unabhängiger Lösungen (einschließlich 0). 
ge 











20 Aigner, Lagebeziehunger. ..: endlichen Graphen. 


Beweis. Angenommen, der Satz gelte schon bis zu einer gewissen Höhe, so daß bei 
ungerader Punktezahl aus 2% — 2 unabhängigen Lösungen, bei gerader Punktezahl aus 
2k — 1 solchen immer eine weitere folgt; wie es bereits geschieht für k =1. 

Es gebe nun bei ungerader Punktezahl 2k unabhängige Lösungen. Diese kann man 
aus allen 2% — 1 Lösungen stets so auswählen, daß ein bestimmter Punkt P, welcher 
überhaupt darin erscheint, nur in einer einzigen Lösung vorkommt, in den anderen 
2k — 1 Lösungen nicht. Diese 2% — 1 Lösungen sind nun auch Lösungen des Systems 
ohne P (mit gerader Punktezahl), in welchem es aber dann laut Voraussetzung eine neue 
unabhängige Lösung gibt. Diese neue ist aber auch Lösung des Gesamtsystems, weil 
nicht ? allein zu ihr ungerade liegen kann. Und die erste alte Lösung, die ja noch da ist, 
kann auch durch den Einschluß der neuen nicht abhängig werden, weil sie ja als einzige 
den Punkt ? enthält. Somit haben wir insgesamt 2% + 1 unabhängige Lösungen gewonnen. 

Nunmehr nehmen wir bei gerader Punktezahl 2% + 1 unabhängige Lösungen an. 
Wieder können sie so ausgewählt werden, daß ein Punkt P nur in einer vorkommt. Die 
2k übrigen sind auch Lösungen des Systems ohne P, welches nach dem soeben Bewiesenen 
noch eine neue solche hat, die sich wie vorhin auch als Lösung des Gesamtsystems erweist. 
Ihr Hinzukommen hebt die Unabhängigkeit der ersten alten Lösung, die P enthält, nicht 
auf und somit hat sich die Anzahl auf 2k + 2 erhöht. — Damit ist für beide Teile des 
Satzes der Schritt von k auf k + 1 getan. 

Es sind also bei ungerader Punktezahl insgesamt 1,7, 31,..., bei gerader Punkte- 
zahl 0, 3, 145,... Lösungen möglich; diese Typen existieren auch wirklich alle, wie triviale 
Beispiele mit isolierten Punkten sogleich zeigen. Der relativ große Unterschied der Lö- 
sungszahlen erleichtert auch die praktische Entscheidung in einem vorgelegten Beispiel. 

Ferner gilt das auch als Konstruktionsprinzip brauchbare Übergangsgesetz: 


Satz 4. Durch Anfügen oder Weglassen eines Punktes entsteht immer ein Nachbartyp. 

Also z. B. aus Typ 1 der Typ 0 oder 3, aus Typ 15 der Typ 7 oder 31. — Der Typ 0 
geht dabei stets in den Typ 1 über. 

Beweis. Aus gruppentheoretischen Gründen kommt ein irgendwie neu eingefügter 
Punkt immer entweder zu allen Lösungen des alten Systems oder zur Hälfte von ihnen 
(einschließlich der Nullmenge gerechnet) gerade zu liegen. Ebenso befindet sich ein weg- 
zulassender Punkt stets entweder außerhalb jeder oder außerhalb jeder zweiten Lösung. 
Es bleiben also in den erstgenannten Fällen alle, in den zweitgenannten die Hälfte der 
Lösungen bestehen; daher werden sowohl beim Anfügen als auch beim Weglassen min- 
destens die Hälfte der Lösungen erhalten. 

Dabei tritt in den Fällen, wo alle alten Lösungen bleiben, nach Satz 3 sogar Ver- 
mehrung ein; in den anderen Fällen — aus dem inversen Vorgang zu schließen — auch 
wirklich Verminderung. Entweder hat das (um einen Punkt) größere oder das kleinere 
System die höhere (mit der Nullmenge die doppelte) Lösungszahl. Es gibt also die zwei 
direkt oder invers ausführbaren Vorgänge: Der neue Punkt beläßt alle Lösungen und 
schafft noch ebensoviel neue, denen er angehört; — oder er zerstört die Hälfte der Lö- 
sungen und schafft auch keine neuen (denen er angehören würde). 

Daraus ergibt sich, als Zusammensetzung von zwei solchen Schritten, unmittelbar: 


Satz 5. Bei Zufügen oder Weglassen (Umänderung) einer Linie entsteht immer der- 
selbe oder ein zweitnächster Typ. 

Dasselbe gilt auch bei Umänderung mehrerer von einem Punkie ausgehender Linien. 

Wir betrachten schließlich ‚‚Ungeradlösungen‘‘ U, das sind Mengen, zu denen jeder 
Punkt des Graphen ungerade liegt. Sie sind Urbilder der Gesamtmenge. Über ihre Mög- 
lichkeit ergibt sich sofort: 
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Satz 6. Es existiert dann und nur dann eine Ungeradlösung, wenn es keine Gerad- 
lösung mit ungerader Punktezahl gibt. 

Sei es, daß es überhaupt keine Geradlösung oder nur solche mit gerader Punkte- 
zahl gibt. 

Beweis. Für jede Geradlösung & mit gerader Punktezahl erfüllt offenbar die Ge- 
samtmenge die Bedingung, eine gerade Anzahl von Punkten aus 2 zu enthalten, für eine 
& mit ungerader Punktezahl aber nicht. Nur bei Fehlen von letzteren ist die Gesamt- 
menge ein Bild. 

Für eine beliebige Menge M wird sig (M, U) = (— 1)", wo m die Punktezahl von W 
bedeutet. U liegt also zu Mengen mit gerader Punktezahl gerade, zu Mengen mit unge- 
rader Punktezahl ungerade. Schon das würde sich mit einer 2 von ungerader Punktezahl 
nicht vertragen. Da ferner U wie jede Menge zu sich selbst gerade liegt, so muß jede U 
eine gerade Punktezahl haben. (Das geht auch schon daraus hervor, daß sie einen Teil- 
graphen mit lauter Knotenpunkten ungeraden Grades bildet.) 


Geradlösungen & und Ungeradlösungen U bilden nach den schematischen Regeln 
LHL=- UL, L+U=-UVU+U=R 


zusammen eine Gruppe, gegenüber der 2-Gruppe (einschließlich 0) auf den doppelten 
Umfang erweitert; die U sind daher, sofern überhaupt, in Anzahl einer Zweierpotenz 
vorhanden, um 1 mehr als die eigentlichen 2. Bemerkenswert ist noch, daß die (2 — U)- 
Gruppe nie aus der Null allein besteht. 

Gibt es keine Geradlösung — was nach Satz 1 nur bei gerader Punktezahl des Ge- 
samtsystems möglich ist —, so entfällt jede einschränkende Bedingung für die Bilder. 
Jede Teilmenge ist ein Bild. Die Zuordnung von Bild und Urbild ist ein-eindeutig, auch 
ein bezüglich der Addition richtiggehender Automorphismus. Es gibt dann auch nur eine 
einzige Ungeradlösung, das Urbild der Gesamtmenge. Unter Umständen (wenn der Graph 
nur Knotenpunkte ungeraden Grades aufweist) ist es dieser selbst gleich. 





Eingegangen 20. Januar 1954. 





La paraanalitikaj funkcioj en n dimensioj. 


De Maurice Frechet en Paris. 


Resume. 


L’auteur developpe ici deux des notes qu’il a presentees en 1953 aux Comptes-Rendus, notes (cit6es plus loin) 
oü il donnait la definition des fonctions paraanalytiques et indiquait des propriet6s de ces fonetions qui gen6ralisent 
des proprietes importantes des fonctions analytiques classiques. 

Le texte qui suit a 6t6 6erit dans la langue internationale Esperanto, comme celui de deux m&moires sur le 
möme sujet parus dans les Annali di Matematica et dans Compositio Mathematica et eit&s plus loin. 

Rememorigo. Monogenaj (aü deriveblaj) funkeioj. Estu F(z) = P(z,y) + iQ@(z, y) 
kompleksa funkcio de la kompleksa varianto z = r + iy. Oni diras, ke gi estas monogena 


en la punkto z2’=x° + ıy?, se la kvociento konvergas, kiam Az—0, al unika limo 


F,, kiun oni nomas la derivajo de F(z) por z= 2°. Pro tio ni preferas diri, ke la funkeio 
estas derivebla en la punkto 2°. 


Tia difino ne estas konvena por la generaligo al kiu ni celas. Sed ni pruvis antaue 
(Fröchet, [2])!) ion, kio cetere estas facile pruvebla, nome, ke tiu difino estas ekvivalenta 
al la jena difino: ’ 

La funkcio F(z) estas derivebla (au monogena) en la punkto 2° se 

10 gi estas diferencialebla en tiu punkto?), 


20 la kvociento () estas sendependa de dz. (Tiu kvociento egalas la derivajon F,-) 


Alivorte ekzistas kompleksa nombro F, = A + iB tiel, ke oni havas 
(1) (dP),.. + UdQ),.. = (A + iB) (de + idy) 


Tiu egalajo, en kiu cio estas reala krom la simbolo i, ekhavas sencon nur post adopto de la 
bone konata regulo de multiplikado: 


(2) 1 1=e1,1 i=ii=i, te —1. 


Oni diras, ke F(z) estas analitika en malfermita domajno E, se F(z) estas derivebla 
(monogena) en ciu punkto de E. 


eneraligo. La ideo nature venas demandi al si, kiun klason de funkcioj oni ricevos, 
se oni adoptas en la prezentado regulon de multiplikado, kiu estas pli generala ol (2). Tio 
estas ideo, kiun ni aplikis en pluraj notoj kaj traktajoj, kaj kiu ankau estas la bazo de tiu 
ci traktajo. 
ı) Vidu la liston de eititaj traktajoj sur p. 41. 
®) Ni diras, ke F(z) estas difereneialebla @e la punktoz se P(x, y) kaj Q(z, y) estas diferencialeblaj te la punkto 
sy: 
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Sed dum ni unue konsideris nur la kazojn de funkeioj de du au tri realaj variantoj 
(Frechet, [4], [5]), ni poste (Fröchet, [6], [7]) mallonge prezentis generaligon al la kazo de n 
dimensioj. Estas tiu kazo, kiun ni volas elvolvi nun. 

Ciu leganto, kiu konas la teorion de la „hiperkompleksaj‘‘ nombroj rekonos, ke la 
generaligo, kiun ni elvolvos poste, konsistas en anstatauigo, por la kampoj de variado de z 
kaj F(z), de la kampo de la ordinaraj kompleksaj nombroj (kiu havas du dimensiojn) per 
la kampo de hiperkompleksaj nombroj (kiu havas ajnan nombron da dimensioj). 

Tamen, por igi tiun ci traktajon legebla por pli granda nombro da legantoj, ni 
nenie postulas konon pri la teorio de la hiperkompleksaj nombroj. Ni uzos nur la plej 
elementan vektoranalizon kaj la fundamentajn ecojn de la klasikaj analitikaj funkeioj. 

Ni observu, ke la formulo (1) povas esti interpretata en la jena maniero: 

Oni povas konsideri z kaj F(z) kiel du vektorojn, kiuj situacias en la (x, y)-ebeno 
kaj kiuj havas la respektivajn projekciojn x kaj y, P kaj Q. Se oni signas per e,, &, du 
unuovektorojn sur la aksoj (ortaj au oblikvaj) ox, oy, oni ricevas la vektorajn egalajojn 

= 20% +Y%, F(2) = P(a,y)e + Q(a,y) &- 
Oni povas diri, ke Z = F((z) difinas vektoran transformon kaj ke F(z) estas monogena (au 
derivebla) transformo ce z = 2° (2 = x° + iyP), se 

1° F(z) estas diferencialebla ce z = 2°, 

2° ekzistas vektoro Fi, = Ae, + Be,, sendependa de dx kaj dy, tia ke 

(3) [AF())... = Fi de, 


.e. tia, ke 


(dP),-» & + (dQ),-„& = (Ace, + Be.) (dxe, + dye,) 


y’ u 
kun la konvencio ke 


(4) 

Tiam la vektoro F\, estas la derivajo (vektora) de la funkeio (vektora) F(v) ce v = v®. 

Sed prezentinte tiun difinon de la monogenaj (au deriveblaj) funkeioj (Fröchet, 
[2]), ni atentigis, ke gi postulas, por esti korekta, difinon de la diferencialebleco de P kaj Q 
pli malvastan ol tiu, kiu konsistas en la ekzisto de iliaj parcialaj derivajoj. Oni devas 
supozi, ke P kaj Q estas diferencialeblaj en la senco unue proponita de Stolz kaj poste 
sendepende de W. H. Young. 

Sed anstatau difini nerekte la diferencialon de F= P + iQ per la diferencialoj 
de P kaj Q metante apriore dF =dP +idl, oni povas difini dF rekte, aplikante en la 
kazo de ebena spaco la difinon de la diferencialo, kiun ni donis aliloke (Frechet, [3]) por 
spacoj pli generalaj ol la euklida spaco. 

Anstatau apliki tiun difinon en la kazo de ebena spaco, ni tuj transiros al la kazo 
de n dimensioj. 

Kazo de »-dimensiaj spacoj. En analogio al la kazo de la ebeno ni konsideros trans- 
formon V = F(v) de vektoro v varianta en n-dimensia kartezia spaco, i„, al vektoro V 
en la sama spaco. Ni rilatigu tiun spacon al n aksoj, ortaj au oblikvaj. Estu e,, &, - - :, &n 
n unuovektoroj lokigitaj sur tiuj aksoj, kaj estu &,,..., 2m Ay +. ., Xn la projekcioj 
de v kaj V sur tiuj aksoj. Ni havas la egalajojn vektorajn 


(6) 
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Kaj la egalajo vektora 
V=Fi(v) 


tradukigas per la skalaraj egalajoj 
(7) X, = Fila: 3 Be en ei Frl Be 
Derivado lau &,...,%. Antau ol doni la difinon de la paraanalitikaj funkeioj, ni difinos 
pli generalan klason de funkcioj, kiu havas sian propran intereson. 
La formulo (3) povas formale esti skribata kun la novaj simboloj jene: 
(8) [dF(o)]o=., = Vo ' dv. 
Sed por ke tiu formulo havu sencon estas necese, antaue doni du difinojn: 
1° difinon de la produto de du vektoroj de i„. Tiu produto devas mem esti vektoro 
en ty. 
2° difinon de la diferencialo de vektora funkcio V en t, kies argumento v apartenas 
al i.. 
Vektora produto. Koncerne 4° oni vidas, ke kiel speciala kazo oni devas difini 
ciun produton e; : e, kiel vektoro de t„. Oni do devas havi egalajojn vektorajn de la formo 


n 


(9) &'&r = Ui En 
h-1 


el kiu rezultas generala egalajo de la formo 
(10) (Z & &) (8.2, e,) -2[22 &:% ar) &n- 
h\k r 


(Oni revenas tie ci al la simboloj de la teorio de la hiperkompleksaj nombroj, sed 
oni ne bezonas koni tiun teorion.) 

La formuloj (9) kaj (10) difinas regulon R de vektora multipliko, determinitan per la 
sistemo u;,, de realaj konstantoj. 

Vektora difereneialo. Aplikante nian generalan difinon de la diferencialo (Frechet, 
[3]J) ni diras, ke la vektora funkcio F(v) de la vektoro v estas diferencialebla por 


v= "= re +'''+ ze, se ekzistas lineara vektora funkeio L[Av] de la vektora 
kresko Av de v, tiel ke oni havas 

(11) AF = L[4v] + || Av || e, 
kie 


AF= F(v! + Av) — FW), 


kie || Av || signas „normon“ de Av, kaj kie e estas vektoro tia ke 


lim || e || = 0. 
I 4r]|>0 
Por || Av || ni povas preni ajnan „normon‘ de Av. Se oni rilatigas la vektorojn al n ortaj 
au oblikvaj aksoj, v havas la projekciojn x,,. . ., x, kaj oni povas meti ekzemple 


|Av||= |An| +: +|Am|, au || Av || = YlAz)? +: + (Amn)8. 


Aliflanke oni povas, sur la bazo de niaj generalaj difinoj de polinomoj de donita 
grado en tre generalaj spacoj, (Fröchet, [1]), montri, ke lineara vektorfunkcio de Av necese 
estas vektoro L(Av) kies projekcioj estas de la formo 


„AH + tm Am: 50m Ar +’ + On Am: 


L(4Av) estas nomata la diferencialo de F(v) ce v = v" kaj estas signata per (dF),_.. 











15 


10 


aj 


ta 
se 
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Se Fılay-: 5 &m)y- :, Fulzıs- - - 2) estas la projekcioj de F(v), &,...,e,la pro- 
jekcioj de e, la vektora egalajo (11) estas ekvivalenta al la sistemo, kiu konsistas el n skalaraj 
egalajoj de la formo 

AF la. 20) = (on Ar ++ mA) + En || Av |» 


kun lim u =. 
|| Av, || > 0 


Oni facile vidas, ke tiam F, devas havi parcialajn derivajojn ce la punkto «°,..., =? 
kaj ke oni havas 


’ 
vv 





ö 
CH = 2, Paten ..4%) 


tiel, ke 
OFn(& - - + Zu) 


AFnl&y . 2) -2| nn 





„Az + & || Av |» 


kun im, =0. 
|| 4» || > 0 


Oni tiam revenas al la difino de Stolz-W. H. Young, kaj oni povas diri: por ke la vek- 
tora funkeio F(v) estu diferencialebla ce v = v®, estas necese kaj sufice, ke ciu projekcio de 
F(v) estu diferencialebla (en la senco de Stolz-W. H. Young) ce v = v°. Kaj tiam la dife- 
rencialo de F(v) havas kiel projekciojn la diferencialojn de la projekcioj de F(v) 


dFow) =dF (2,--:-)&ı +°'' +dFrlan - - -, Zn) En 


oF, oF, 
a a ar = 


dFıla, - - u) = — day. 


Speciale 
dvd=dıe+'''+dan on 


La uzo de tiuj difinoj de la diferencialo havas kiel cefan avantagon establi perfektan 
paralelecon inter la ecoj de diferencialoj de funkcioj de unu varianto kaj la ecoj de diferen- 
cialoj de funkcioj de pluraj variantoj. Tiu paraleleco ne trovigis ce la pli fruaj difinoj. 
(Tiu paralelismo estis precizigata de W.H. Young [11] kaj per ni [3]). La samaj difinoj 
havas aliflanke la avantagon lumigi la econ (kiu estas esenca en fizikaj kaj aliaj aplikoj) 
de la diferencialo esti speco de cefparto de la kresko de la funkeio kaj esti simpla funkcio 
de la kreskoj de la variantoj. 

Vektora derivado rilate al regulo de vektora multipliko. Ni diros nun, ke vektor- 
funkcio V = F(v) estas derivebla ce v = v, rilate al donita regulo R de vektora multi- 
pliko, se 

1° F(v) estas diferencialebla (en senco kiun ni jus precizigis) ce v = v®, 


2° ekzistas vektoro V, de t„ sendependa de dv tia, ke oni havas, kiam oni aplikas 
la regulon AR 

(12) [@F(v)],.. = V, dv. 
Cetere, kiam la regulo A estas arbitra, V,, - dv povas esti diversa de dv - V,. En la kazo de 
formulo (12) oni do devas precizigi, dirante, ke F(v) estas maldekstre derivebla ce v = v". 
En analogio F(v) estas dekstre derivebla, se oni havas 

(13) [dF(v)],_. = dv V; 
kaj simple derivebla, se F(v) estas derivebla kaj dekstre kaj maldekstre kun la sama deri- 
vajo. 


Journal für Mathematik. Bd. 195. Heft 1/2. 4 
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Ekzemplo. Ekzistas funkcio, kiu estas derivebla rilate al ciu regulo R de multipliko, 
nome vektorfunkcio, kiu estas konstanta. Car se oni reprezentas per O la vektoron, kies 
ciuj projekcioj estas nulaj 

0=0&g +'''+0 
oni havas, se F(v) estas konstanta vektoro, AF(v)=0, dF(r)= 0, kaj sekve, kiaj ajn 
estas la konstantoj Lyra 

dF(e)=0:-de=dv:O 


do F(v) estas derivebla rilate al ajna regulo de multipliko kaj havas la derivajon ©. 


Rimarko. Generala studo de la (dekstre au maldekstre) deriveblaj funkcioj rilate 
al ajna regulo R de multipliko povas havi sian intereson. Ni montris tion en la kazo de 


du dimensioj en antaua traktajo (Fröchet, [8]). 


Limigoj. Sed se oni volas, ke la funkcioj deriveblaj rilate al R havu multajn ana- 
logiojn kun la analitikaj funkcioj, estas necese submeti AR al kelkaj limigoj. 

Ni notu unue inter la ecoj de la analitikaj funkcioj la jenajn: 

Se fı(z), f2(2), f(z) estas analitikaj ce z = z,, oni havas 


fı (2) fa(z) = f2(2) fı (2), 
Lfı (2) fa(2)] fs(2) = fı(2) Ife(2) Is(2)]- 


Analogie ni postulos, ke la regulo R estu tia, ke se F,(v), F,(v), F3(v) estas deriveblaj rilate 
al Rce v = v®, oni havas 


(14) F,(v) : F,(o) = Fy(v)  Fı(e), 
(15) [F1(o)  Fa(o)]  Fa(o) = Fı(o)  [F3(o) - F,(v)]. 
Tio speciale devas esti vera, kiam F,(v), F,(v), F,(v) estas konstantaj vektorfunkcioj. Por 
ajnaj vektoroj v, w, z de 1, oni do devas havi 
vw=w*ov, 
(-w)-z=v:(w°2). 
Estas tio, kion oni esprimas, kiam oni diras, ke la regulo R devas esti komuteca kaj asocieca. 


Evidente tiu necesa kondico ankau suficas por ke la egalajoj (14), (15) estu plenumitaj 
por kiaj ajn vektoraj funkcioj (deriveblaj au ne) F,(v), F,(v), F,(v). Krome rezultas el la 
komuteco, ke la distingo inter dekstra kaj maldekstra derivajo 'malaperas. 

Aliflanke oni scias, ke la speciala funkcio z estas analitika cie. Analoge ni elektos 
la regulon R tiel ke la vektorfunkcio J(v) = v estas derivebla rilate al R. Oni evidente 
havas dJ(v) = dv. Por ke J(v) estu derivebla rilate al R ce v = 0°, necesas kaj suficas, ke 
ekzistu vektoro / tia, ke 


dv=dJ(v)=I-de=dr- 1. 
Car dv estas arbitra vektoro, oni vidas, ke devas ekzisti vektoro / de i,, tia, ke oni havas por 
ajna vektoro w de t, 
I-w=w-I=w. 
Se I’ estas alia vektoro, kiu verigas la saman kondicon 


I’-w=w-I/=w, 
oni havas 


I-T=al-I=I/! kaj l’-I=I1I-T=1, 
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do /’= I. Ekzistas do ne pli ol unu tia vektoro. Oni nomas gin cefvektoro rilate al la 
regulo AR. 

Ni kontentigas certigi tiujn tri analogiojn, car kiel ni vidos, ili suficos por sekvigi 
multajn aliajn. 

Parakompleksaj vektoroj. Fine, ni limigos nin de nun al la kazo, kiam la regulo R 
de vektora multipliko (difinita per egalajo de la formo (9)) verigas la jenajn tri kondicojn: 

La regulo R estas komuteca kaj asocieca. 

Ekzistas cefvektoro por la regulo R. 

Se vektoroj estas submetitaj al regulo de multipliko, kiu verigas tiujn tri kondicojn, 
ni nomas ilin parakompleksaj vektoroj. Kaj ni distingigos la regulojn, kiuj verigas tiujn tri 
kondicojn per la simbolo R,. 


Unikeeo de la derivajo. Se F(v) havus du derivajojn V, kaj W, ce v = v®, oni 
havus la egalajojn 

(16) W,:dv = [dF(v)],_ „= V; de, 
sekve 

(17) W,—-V,): v=0. 


Kiam F(v) estas parakompleksa funkcio (kies argumento estas parakompleksa varianto 
kun la sama regulo de multipliko), oni povas preni por dv la cefvektoron /. Tiam (17) 
donas 

W,-V,=(W, -V)' 7!=0, tial W, = V)- 


La derivajo ce v =v® de derivebla parakompleksa vektorfunkeio do estas unika. 
Oni povas precizigigian esprimon. Porfari tion ni metos ankau dv = /en (16). Se / = £I,e,, 








ni Ticevas 
a OF, 
V. e I =Z dF = v* = E r ’ 

rel. E25, 20 

sekve 
; ß) 
(18) v.=Z & Ir; Fl, - - , 2) &- 
h r Ir 














Pli simpla esprimo por V,. Se oni rilatigas la spacon t, al aliaj aksoj sen sango de 
la origino, oni ekhavas novajn unuovektorojn, kiuj estas ligitaj al la malnovaj unuovek- 
toroj per formuloj tiaj, ke 

= Am& 4°" + Amen 
kie la determinanto {a,,} de la koeficiento) estas nenula. Car la transformo estas unu- 
unu-senca, oni povas skribi 
= au +" +a„e,- 
El tio ni ricevas 
45 =[(Z a, 6) Gm €, 
Fa) Een) 


= FF A Am ZZ Umz & 
Im k 


= 3 323 23a, Gm Umk Gpp €: 


1 Imkp 
kiu estas egalajo de la formo 
= Zu, 
q 


kiu estas de la sama formo kiel la responda egalajo por la e, (sed kun aliaj koeficientoj). 
4* 
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Oni povas profiti de tio prenante la cefvektoron / = e,. Se 
J=y1e 
oni do ricevas 
n=1l, Zu. = Lk =D. 
Oni tiel ricevas la plej simplan esprimon por la derivajo. Metante 


‚= ya "= zyu6 F(v) = Z G,(yı, - . :, Ya) ©» 
. h 


oni ricevas el (18) por la derivajo G’(vP) de G(v) 
0) 
(19) G (v0) = 5 l Gy»: -, 7) 
» [0Yı 
au pli mallonge 


(19 bis) G’(v°) = er; co = 


e 


=e 


Ecoj de certaj familioj de vektorfunkeioj. Ni indikos ecojn de generalaj parakom- 
pleksaj vektorfunkcioj, poste de tiuj el ili, kiuj estas deriveblaj, fine de tiuj, kiujn ni poste 
nomos paraanalitikaj. Pluraj el ili sajnas tro evidentaj por meriti esti menciataj, tamen 
sajnas al ni necese precizigi ilin, por establi interligon inter la diversaj kategorioj de vektor- 
funkcioj kaj la koncepto de „trioperacia algebro‘‘ de Karl Menger [10], koncepto kiun ni 
prezentos poste, p. 29 (cetere ni poste aldonos aliajn ecojn al tiuj, kiuj difinas la trioperacian 
algebron). 

Ecoj de la parakompleksaj vektorfunkeioj. Se F(v), G(v), H(v) estas parakom- 
pleksaj funkcioj submetitaj al la sama regulo R, de multipliko, kaj difinitaj en la cirkauajo 
de la sama vektoro v°, rezultas evidente el la kondicoj metitaj sur R,, ke oni havas 


F+G=G+F,(F+6G)+H=F+(G+H), 
(20) F -G=G'F,(F:-6)-H=F:-(G-H), 
(F+G) -H=F:H+G-H. 
Estu L(z), M(w) ankau parakompleksaj funkcioj submetitaj al la regulo A,. Ili estu 
difinitaj en la cirkausjoj de la vektoroj w°, z°, kun 
w=F(#),, z°= M(v°). 
Ni nomos substituo la operacion, kiu kondukas de F(v) al M(F(v)) kaj de M (w) alL(M (w)), 
kun — se ekzemple 
w =Zyıe kaj M(w) = Mylyı, - - - Yı) a — 


la vektora egalajo 
M(F(v)) = Po M,(F,(&,, eo. In); un F(&,, ..n z,)) ©: 
h 


Estas klare, ke M(F(v)) estas difinita en la eirkauajo de v® kaj L(M(w)) en la eirkauajo 
. de w®. Kaj la substituo estas operacio, kiu ne necese estas komuteca, sed evidente ciam 
asocieca: Gi donas la saman rezulton, kiam oni substituas M(F(v)) en L(z) kaj kiam oni 
substituas F(v) en L(M (w)). 

Plue la substituo estas distribueca rilate al adicio. Tio signifas, ke, se N(w) ankau 
estas parakompleksa funkcio difinita en la cirkauajo de w®, oni povas ricevi la sumon 
M(F«v)) + N(F(v)) au en la maniero, ke oni unue substituas F en M kaj N kaj adicias 


v 


la rezultojn, auen la maniero, ke oni unue adicias M kaj N kaj substituas F en tiun sumon. 
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Simile la substituo ankau estas distribueca rilate al multipliko. Tio signifas, ke 
M(F(o)): N(F(v)) povas esti trovata au en la maniero, ke oni unue substituas F en M 
kaj N kaj poste multiplikas, au en la maniero, ke oni unue formas la produton M (w): N (w) 
kaj poste substituas F(v). 


Inter la parakompleksaj funkcioj trovigas la konstantaj vektorfunkecioj O kaj I 
kaj la funkcio J(v) = v. Oni evidente havas 

(21) Fw) +0= Fk), F(e)- I = Fo), F(J(v)) = J(F(v)) = F(v), 

(22) F(e) +[—- Fo] =0 
ka) 

(23) O+I=+=J() #0. 

Fine estas klare, ke substituo de konstanta vektorfunkcio O(v) en konstantan vektor- 
funkcion /(v) ne sangas la lastan funkeion 

(24) I(O(v)) = Ir). 

Ciuj rimarkoj de tiu ci paragrafo estas banalaj, sed kiel ni diris pli frue, ili havas la 
celon montri, ke oni povas uzi la „trioperacian algebron‘‘ de Karl Menger [10], en la pris- 
kribota maniero. 

Trioperacia algebro. Karl Menger diras, ke elementoj F, G, H,... de ajna naturo 
apartenantaj al certa amaso (Q estas submetitaj al trioperacia algebro kiam 

4° oni difinis tri operaciojn nomitajn adicio, multipliko, substituo, el kiuj ciu 
asocias determinitan elementon de Q al ajna paro F, G de elementoj el Q. La rezultojn de 
la tri operacioj oni signas respektive pr # +G, F-G, FG; 

2° oni signas per O, /,J tri specialajn elementojn de E, kaj oni asocias al ciu 
elemento F de Q determinitan elementon de (, kiun oni reprezentas per — F; 

3° Ja amaso Q kaj la tri operacioj verigas la kondicojn (au aksiomojn) prezen- 
tatajn en la jena tabelo 


Trioperacia algebro de Karl Menger 


Kondicoj el kiuj ciu rilatas unu solan operacion 





Adicio Multipliko Substituo 





F+G6=G+F F-G=G-F (FG)H = F(GH) 
(F+ G)+H=F+(G+H) | F-(G-H)=(F-6):H FIJ=JF=F 
F+0=F F-I=1-F=F 
F+(-R=0 

















Tiu tabelo postulas la ekziston de specialaj elementoj O, I, J de la konsiderata amaso 
Q, kiuj krome estas submetitaj al la kondico 


O+I+J+D0. 


Kondicoj el kiuj ciu rilatas du operaciojn 





(F-6)H=(FH):(GH) \(F+G)H=FH+GH| (F+G)-H=F-H+4G-H 

















Estas esence rimarki, ke en tiu tabelo Karl Menger ne supozas, ke la elementoj 
F, G, H, J estas funkeioj, kaj ke la vorto substituo estas nur pro la analogio de la ecoj, 
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kiujn li atribuas al tiu operacio kun la ecoj de la ordinara operacio de substituo de unu 
funkcio en alian funkcion. 
Se oni prenus por amaso (Q la parakompleksajn vektorfunkeiojn difinitajn en la cir- 


kauajo de vektoro v® kaj por la tri operacioj: la vektoran adicion, la vektoran multiplikon 
difinitan per fiksa regulo A,, kaj la substituon en la ordinara senco (t. e. kiel sur p. 28), 
oni povus diri, ke la kondicoj de la tabelo, kiuj ne enhavas la substituon, estas plenumitaj. 
Sed la situacio ne estus la sama koncerne la substituon, car gi enmiksus funkeiojn, kiuj ne 


necese estus difinitaj en la cirkauajo de la sama punkto v®. 

Kontraue, se oni prenas por amaso Q la vektorfunkeciojn difinitajn en la tuta spaco 
{„, oni povas diri, ke ili estas submetitaj al trioperacia algebro en la senco de Karl Menger. 

Ecoj de la deriveblaj parakompleksaj vektorfunkeioj. 

En la sekvo estos ofte konvene signi per DF la derivajon de F(v) ce v = v". 

Estu ® la familio de la parakompleksaj vektorfunkcioj F(v), kiuj estas deriveblaj 
ce v = v® rilate la saman regulon A,. 

Se F(v), G(v) apartenas al ®, F kaj G estas deriveblaj ce v = v®, do ankau F +G 
estas derivebla kaj ni havas . 

{d[F(v) + G(v)]},..„. = [F(v°) + G’(v9)] dv. 

Sekve F + G ankau apartenas al D kaj 

(25) D(F +G)=DF+DG. 


Same F - G estas derivebla ce v = v°. Car 


F-G= 32 un Fı(z,:: ., &u) G,(2,, - . ., In) & , 


hk6ktr 


UF: GC) = 5% u [FrdG: + (dF,) Gl er = F:dG + G:dF. 


: Au; 

Sekve 
UF: G)=F-(G do) +G-(F-dv))=(F-G@ +G-F)-dv. 
Do F:Gankau apartenas al ® kaj 

(26) D(F-G)=F-:DG+G:DF. 

Se F(v) apartenas al ® kaj se M(w) estas derivebla rilate al la sama regulo A, kiel 
F(v) en la cirkauajo de w° = F(v°), oni ricevas 

(AM)... = Mi: dw, [dF(o)l,.. = Fy dv. 
Se oni prenas por w, F(v), oni do ricevas 
[AM(F(o))]... = Ma: Fa: do, 

tial M(F(v)) estas derivebla ce v = v°, rilate al R,, kiel estas F(v), kaj gia derivajo estas 
M, : F,. Oni povas skribi 

(27) D(MF) =(DM)F-F'. 


Estas klare, ke la konstantoj O, / estas deriveblaj kaj oni vidis, ke J(v) = v ankau 
estas derivebla. O, /, J do apartenas al ® kaj ankau plenumas la kondicojn (21), (22), 
(23), (24). 

Kiam F, G, H apartenas al la familio ® ne nur validas ankorau la egalajoj (20), 
sed rezultas de la antaue dirita, ke tiuj de iliaj kombinajoj, kiuj trovigas en (20), ankau 








sel 


au 
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apartenas al ®. Plue, la substituo, kiu restas asocieca kaj distribueca rilate al kaj la 
multipliko kaj la adicio, generale ne estas komuteca. 

Fine oni vidas, ke se oni prenas por amaso Q la amason de ciuj parakompleksaj 
vektorfunkcioj, kiuj estas deriveblaj en la tuta spaco t,, rilate la saman regulon A,, tiuj 
funkecioj estas submetitaj al la trioperacia algebro de Karl Menger. 

Aliaj ecoj de la funkeioj, kiuj estas deriveblaj rilate R,. La deriveblaj funkeioj 
estas solvoj de sistemoj de parcialaj diferencialaj ekvacioj. 

4° Sistemo de la unua ordo. Kiam oni kombinas (16) kaj (18) oni vidas, ke oni 
havas 
OFrlz,, - - -, Zu) 


ZdFrlan.. ., In) a=|z|2% °2, 


| . (2 dx, er) 





; a Wen. 
(28) da, Fı(2,, ... Lu) = En 2 I, - Fr? —— | Ugrh 











kie h,r, k, o prenas la valorojn de 1 al n. Sedo 8 F,(z,, - - -, 2.) €, reprezentas parakom- 
h 


pleksan vektorfunkcion, kiu estas derivebla rilate dl A„ev=v’’= Ha +''' +zJe, 
la funkcioj F, verigas sistemon (28) de parcialaj diferencialaj ekvacioj, kiuj estas de la 
unua ordo, linearaj, homogenaj kaj kun konstantaj koeficientoj. 

Tiu sistemo enhavas n? ekvaciojn. Sed kiam oni prenas la akson, kiu portas la 
vektoron / kiel akson ox,, la sistemo farigas la jena sistemo S 





0) Fr 
OX, 


rmhı.saur 


ae ir 


RE OF, ‚ 











en kiu n ekvacioj, kie r = 1, reduktigas al identajoj. En la resto de la sistemo, la derivajoj 
lau 2, . . ., %, estas esprimitaj per la derivajoj lau z,. 

Fine oni vidas, ke oni generaligas gravan econ de la klasikaj analitikaj funkcioj, kiam 
oni konkludas: la n komponantoj F,(z,, - . ., 2,) de parakompleksa vektorfunkcio, kiu estas 
derivebla en punkto v’ = Zaxye, rilate al la regulo R,, verigas en la punkto (x,..., x,) 
sistemon de parcialaj diferencialaj ekvacioj de la unua ordo, kiuj estas linearaj, homogenaj, 
kaj kun konstantaj koeficientoj. Tiu sistemo estas algebre reduktebla al n? —n ekvacioj (kaj 
ne al malpli ol n® —n ekvacio)) 


2° Sistemo de parcialaj diferencialaj ekvacioj de la dua ordo. Ni konsideru la 
kazon kiam la parakompleksa vektorfunkcio F(v) ne nur estas derivebla rilate al R, en la 


cirkauajo de v°, sed ankau havas diferencialon de la dua ordo ce v = v°. Oni vidis, ke se 
oni prenas oz, sur la akso kiu portas /, oni havas en la cirkauajo de v® 


(por r=1 oni havas identajojn). 


Oni povas derivi denove lau x, kaj ricevas 


rl 9, öF, 
au, Us 
@F 
02,0%, 


02 F 


= (Fu re 
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Pro la asocieco de A, oni havas 


X, 6)" (ZYs6 (32,0) = (3, e) (3 Yyı6)'(Z 2 er)] 
(2° (2) 


au 

ZU 23 (2 Ugsk um) a= u Yy4% (2 Ugkh Yan) er 

h k R h k 
sekve 
(31) SL Ugsk Urn = 3 Ugen Usrk » 
k k 
Do 
a m 0? 2) 
02, 02 — z Usrk (= Ugkh DE . 


Speciale, car &,'e&, = & kaj tial u,,, = ö,, oni havas 


02 F, Re, 


I un ZU aa 
au 
0F, 0? 
a 
sekve 
fl, _ „. aF, 
(32) a den 


Cetere ni notas, ke por r=1 la formulo farigas identajo, same por s = 1. Aliflanke la 
koeficientoj estas sendependaj de A. 

Ni do vidas, ke la komponantoj F,(&, - - -, n)y : + +, Fnl&1 - - -, u) de parakompleksa 
vektorfunkcio F = 5 Fye,, kiu estas derivebla rilate al regulo R, en la cirkauajo de v® kaj 

h — 

dufoje diferencialebla por v = v°, verigas, ce v—=v", la saman sistemon o de en. 3 parcialaj 
diferencialaj ekvacioj de la dua ordo, kiuj estas linearaj, homogenaj kaj kun konstantaj koefi- 
cientoj (kiuj estas unike determinitaj per la regulo R,), kaj kiuj enhavas unu solan neko- 
natan funkcion U 





"DU. : U 


(33) ae 3 Vera dm 


FELESM. 











Plue tiuj ekvacioj estas algebre sendependaj, se oni komprenas per tio, ke kiam oni 


substituas por la . sendependajn variantojn %,,, oni ricevas sendependajn ekvaciojn. 


ge 02,02, 
Car ili estas solvitaj lau la y,.- 

Efektive nia demonstracio ne validas rekte, krom en la kazo kiam e, estas la cefvek- 
toro. Sed oni pasas de la generala kazo al tiu kazo per sango de aksoj. Se oni operacias 
n(n —1) 


5 ekvacioj, kiuj ankorau 


en lainversa direkto, oni vidas, ke la F, verigas sistemon de 


estas algebre sendependaj kaj kiuj havas la generalan formon 


(34) Sa... = 0 


Tial tio, kiu estas kursive presita, restas valida por ajna regulo A,. 








fu 


Ci 


ka 


ki 


Ti 
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Primitiva vektorfunkeio. Estu F(v) = & Fı(,, - - -, 2.) && parakompleksa vektor- 
R 


funkcio, kiu estas derivebla en la eirkauajo de v’ = 52° e,. Cu ekzistas funkeio de la sama 
naturo, 9(v), kiu havas F(v) kiel derivajo lau la sama regulo R,? 
Por simpligi ni prenos la akson, kiu portas / kiel ox,. Lau (19”*) ni havas 
gt _ CP) 
F(v) = p(v) = dx, . 


Oni do unue devas trovi funkciojn 9, tiajn, ke 
ö 
Pla) =, Alan). 


Car la F, estas diferencialeblaj, ili estas kontinuaj, ekzistas do funkeioj Y, tiaj, ke 
op, 
F,= 3: 


Oni do havas 

len...) ln. 2) + on. )- 
Ni volas, ke p estu de la sama naturo kiel F, do derivebla rilate alla sama regulo AR, kiel F. 
Oni do devas havi 


kaj sekve la ©, devas verigi la sistemon 
Ola. Zn) _ 


(35) 02, 


An, r(&ı, . 

kie 

OP HE» «Ba 

Apr (X; ... %n) = Ukrh wu LEE 2m) ka 
k % 


Oni havas 
Odar _ rn Ru oF, OFı_ 
FT Se usa 7 Ba 7° 7 Saar As 7 a 7 Se 
La A, do estas sendependaj de z,. Oni devas integri sistemon de la formo 
hul,..„R 
r=_2...R. 


0. 


Or (%;, ... In) 


bis 
(35°) 2, 


Krr(%;, org %n) kun | 


Se tiu sistemo havas solvon, oni ricevas ciun alian solvon aldonante al la ©, arbitrajn 
konstantojn. Por ke la sistemo (35 bis) havu solvon necesas kaj suficas, ke la u,, verigas 
kondicojn de integrebleco de la formo 
Ohr _ Ohr 
ex, 02, 
Tio signifas, ke 
op, 0 oY OP, 
O2 0m | dr De 
e 
oF, La.) 
Een) un [2 Et) 
oF 
= 3|23 (Urra Ugsk — Uxsh Ugrk) —!. 
q k 2 


Journal für Mathematik. Bd. 195. Heft 1/2. 
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Sed se oni permutas s kaj q en (31) oni ricevas 


Z Usgk Urn — Z Uorr Un = 0, 
k k 


kaj car A, estas komuteca, la kondicoj de integrebleco estas plenumitaj. 

Resume, ekzistas parakompleksa vektorfunkcio p(v), kiu estas derwvebla rilate al R, 
en la cirkauajo de v° kaj kiu estas unika — se oni malatentas adician konstantan vektoron — 
tiel, ke la derivajo p’(v) de p(v) rilate al R, en la eirkauajo de v® estas egala al arbitre donita 
funkcio F(v) de la sama naturo. Oni povas nomi 9(v) primitiva vektorfunkcio de F(v). 

Integralo. Se oni konsideras rektifeblan kontinuan kurbon 7’, kiu kunligas du 
punktojn A kaj B en la spaco t,„, kaj parakompleksan vektorfunkcion F(v), kiu estas deri- 
vebla rilate al R, en ciu punkto de 7', oni povas kalkuli la laukurban integralon en la 
senco de Stieltjes 


PR 22 Fila. 2) Ugrr dx,| €, 
'£ 


T 


kie la x, estas kontinuaj funkcioj de parametro, kiu povas esti la arkolongo. Tiu integralo 


do havas determinitan signifon kaj reprezentas determinitan vektoron 5 A, &. 
h 


Lau la antaue dirita F havas primitivan funkeion p(v), kiu estas unika (se oni 
malatentas adici’.n konstantan vektoron). Oni do havas 


(36) [F-@= [av = vB) — via). 
r r 


Estu F(v) derivebla rilate al A, ne nur sur I’ sed ankau en domajno D en kies 
interno I’ trovigas. Se la primitiva funkcio estas unuforma, oni vidas, ke la integralo de- 
pendas nur de la ekstremajoj A kaj B. Kaj se la kurbo I’ estas fermita, la integralo estas 
nula. 

Simplaj ekzemploj de parakompleksaj vektorfunkeioj, kiuj estas deriveblaj rilate 
al R,. I. Estas klare, ke ciu konstanta parakompleksa vektorfunkcio estas derivebla 
rilate al ajna regulo R, kaj por ciu vektoro v. Car se F(v) estas konstanta, oni povas 
skribi 

AFoW)=0=0-.d=dv-0O, 
kaj la derivajo de F(v) estas O®), kiel ni jam vidis supre. 
II. Estas same pri la vektorfunkeio J(v) = v, car 
dJw)=dv=I:-dud=dv1. 
La derivajo de J do estas la cefvektoro / (ni ankau vidis tion). 
El la antaue dirita sekvas. ke se c,, c, estas konstantaj vektoroj 
Co +-® + C 
estas ankau derivebla, car gi estas ricevita per adicio kaj multipliko de deriveblaj funkcioj. 
Pro la sama kauzo estas same pri 
(„t+co) +9 =-0 0% +G.'0+% 

k.t. p., kaj generale pri la funkeio 

ea +6 gi! +. +940+% 


3) Se sur malfermita amaso E de i„, F(-') estas derivebla kaj se fia derivajo estas nula, ia diferencialo ankaü 
estas nula. Oni tiam scias, ke se E estas koneksa, F(v) estas konstanta sur E. 
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kie Cy, €, » -, Cg estas parakompleksa) nombro) kiel v. Tiun funkcion ni nomas parakom- 


pleksa polinomo de grado <q. Resume: Ciu polinomo parakompleksa rilate al regulo R, 
estas derivebla rilate al R, por ajna vektoro v kaj por ajna grado de la polinomo. 

Lau la formuloj de derivado (25), (26), oni havas 

Do v+c0)=a'Di=o:I= co, 

Dia v+ca) v+o]=(o'0 +c)'’Dv+v- Die, vr +c)= 2,0 +c 
kaj procedante per pasoj 
Die + ol 4. +0) gut d4 ag—lV)w-2+--- 

= ga ut + (lg—iI)c ut + + 2,,°0 +0. 


(37) 


Ill. Parakompleksa polinomo estas derivebla rilate al ajna regulo R,. Kontraue 
nia dua ekzemplo koncernas regulon specialan de multipliko AR}, lau kiu 


(38) FEIERL i,. ER 
| 0 sek#+r. 
Tıam oni ricevas 


(2 V, er) . S dr, er) = ZVıdue. 
k r k 


Sedo F(v)= £F, e, estas derivebla rilate al A,, kaj havas cev — r" la derivajon 
k 


V’=3Ve 
k 
oni devas havi 
d(z F, er) = ZV,de,e, 
k k 
sekve 
dF, = Vıdı,. 


Sedov= 5x2, &, Filz, - -, %„) devas esti funkcio de nur z;, kaj tiu funkecio devas esti 
k 


diferencialebla ce v=v’—= X x} e,. Tio signifas, ke F,=F,(z,), kie F,(x,) estas derivebla 
k 


Inverse, ciu parakompleksa vektorfunkcio F(v) de la formo 
F(v) = Fı(zı) & 
k 


kie F, estas derivebla ce 2, = x estas derivebla ce v = v® rilate al R,- 

Limigo de la familie de deriveblaj vektorfunkeioj. Se parakompleksa vektorfunkcio 
F(v) estas derivebla rilate al R, en cirkauajo de v°, gia derivajo F’(v) estas bone difinita 
parakompleksa funkcio en tiu cirkauajo. Sed la derivajo ne necese estas derivebla rilate 
al R,cev=v®. Estas ec eble, ke gi ne estas diferencialebla ce v = v°. 


Sed unu el la plej gravaj ecoj de la klasikaj analitikaj funkcioj estas, ke la derivajo 
f’(z) de funkeio (z), kiu estas analitika ce z= 2°, ankau estas analitika ce z = 2°. 


Por pligrandigi la analogion kun la klasikaj analitikaj funkcioj de la funkcioj, kiuj 
estas deriveblaj rilate al R,, ni do estas kondukitaj al konsidero nur de konvene elektita 
subamaso ® de la amaso ® de la parakompleksaj vektorfunkcioj, kiuj estas deriveblaj 


rilate al R,cev = v°. Kaj ni volas gin elekti en tia maniero, ke la derivajo F’(v) de funkeio 

F(v) de la amaso ® apartenas al ®. Sed tiam F’(v) mem havas derivajon F’”’(v) ce v = v®, 

k.t. p. Por ke dni povu paroli pri la derivajo de F’(v) ce v = v®, necesas unue ke F’(v) 
5* 
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estas difinita en cirkauajo de v°. Same F’’(v) devas esti difinita en tiu cirkauajo, k.t.p. 
Tio postulas almenau, ke F(v) estu diferencialebla en la cirkauajo.de v°, ke estu same pri 
F’(v), k.t.p. Fine, la amaso ®, kiun ni volas difini, devas enhavi nur funkciojn, kiuj estas 
deriveblaj en la cirkauajo de v® kaj senfine diferencialeblaj en la cirkauajo de v°. Tiuj 
kondicoj estas necesaj. Ni montros, ke ili estas suficaj. 

Paraanalitikaj vektorfunkeioj. Ni nomas paraanalitika vektorfunkcio ce v = v® rilate 
al la regulo R,ciun parakompleksan vektorfunkeion, kiu en ciu punkto de cirkauajo ® de 
v estas 

1° senfine diferencialebla*) 

2° derivebla rilate al la regulo R,. 

La amason de tiuj funkcioj por fiksa regulo AR, ni prenas kiel amason ®. Por ciu funkeio 
F(v) de ®, gia derivajo estas definita en la cirkauajo ®. Ni volas montri, ke F’(v) ankau 
apartenas al ®: 

La derivajo de paraanalitika vektorfunkcio ce v® rilate al regulo R,, ankau estas 
paraanalitika vektorfunkcio ce v® rilate al la sama regulo R,. 


Efektive oni vidis, ke 

eF 

(39) F()=2 Is L5Z 

hr le 7) 

1° Do car la F, estas senfine diferencialeblaj en ® estas same pri F’(v). 
2° Lau (28) ni devas pruvi, ke en ciu punkto de ® oni havas 

oF, 

0X, 


er» 


(40) 
Nu, lau (39) 


AR OF, 
(Era) 


= OFr 


Estas do necese, ke 
(41) 


sed oni havas 


sekve, per kombinado oni ricevas (41). 
Simplaj ekzemploj de paraanalitikaj vektorfunkeioj. 
I. Rezultas senpere de p. 35 ke: ciu parakompleksa vektora polinomo 
cv +04 wu zz 


estas paraanalitika en ciu punkto rilate al ajna regulo A,. 
II. Aliflanke rezultas ankau de p.35 ke ciu parakompleksa vektorfunkcio de la 
formo 


F(e) = ed Frl) en 


*) Estas tamen ne sen intereso,konsideri paraanalitikajn funkciojn en pli generala senco, kie la regulo de multi» 
pliko ne necese estas submetita alla 3 kondi©oj de la p. 34/35 kaj kie la kondito 1° Cisupre estas forigata. Efektive 
estas tiu pli generala difino, kiun ni studis en la kazo de du dimensioj kaj kiu kondukis al sufite frapaj rezultoj. 
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kie F,(x,) estas senfine derivebla en la cirkauajo de x', estas paraanalitika ce v = 0? — Yale, 
rilate al la regulo RS de p. 35. Kaj inverse, ciu funkcio, kiu estas paraanalitika ce v = v" 
rilate al tiu regulo AS estas de la formo indikita ci-supre. 


Aliaj ekzemploj. Ni nun donos aliajn ekzemplojn, kiuj postulas antauirantan teorion 
pri vektoraj potencoserioj. Por tiu celo ni unue establos kelkajn lemojn. 

IV Ww|j 
lo|| || w|l 
havas finitan superanton kiam ve #0, w +0. Kaj tio validas por ajna normo se nur 
'v+w|| s||v|| +llw||, ||ew|| = |e| ||w |] por ciu reala nombro c; 


Lemo;). I. Estu v, w ajnaj du parakompleksaj vektoroj. La kvociento 


lal=-1 |a]s|2%e ||. 
Tiuj kondicoj estas plenumitaj ekzemple kiam 
12% | =yZu aü kiam || Sue | = za. 
Oni tiam havas 


Iv-w|| = || 3 un dr wre || SZ | F un vr Wr | 
k,r,h h kr 
Ssn’z|o|l|l (2 Um) =N,||v || ||w ||. 
h k,r 


II. Estu v,, %,...,0, p parakompleksaj vektoroj. Oni havas 
lv alsN|vllwll; 
le al sN low all sNllullliallliw| 
kaj generale 
lee SN ll lie well <Nello Il wa ll" Moni, 
se oni metas N = N, + 1. Speciale 
(42) ll sM|jolle. 
III. Oni vidis (p. 35), ke v* estas derivebla, kun 
dv = qu-!4v kaj Au=du + || Av||e,, kie lim ,=0. 


14,1] 0 
Ni volas trovi superantan funkeion por || e, ||. Oni havas 


Alle = I|w + Ad — u — gut -Arll=|| all. 
Se oni metasv + Av=v’, oni havas 
a = (v + Av) — u — qui-i- Av 

= (v’ —ı) . [v’-1 + DE 19-2 + ... + ya—ı — qui-!] 

— (v’ — o) - [vet — 0-1) + 0 + (v2 — 02) +++ >] 

— (Av)? ’ {v2 +0-.v-3 - +... +2 + p- (v/a-3 +0: r. 
Sedo||v]I<e kaj ||v-+Avll< e, 

I all< De || Au {eg 1) +@—23) + +1)} 


= Me A0jje 


kaj sekve, por || Av || # 0, 


(43) al smart N 


Ari, 


kiam || o||< e’kaj ||u + Aul|< oe. 
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IV. Konvergo de vektoraj serioj. Estu 
(44) vd LIDL...) 2... 
formala serio de vektoroj de i„. Ni diras, ke tiu serio konvergas al sumo S, se oni havas 


lım je® + ...+@ _-S||=0. 


g>m 
En tiu kazo oni evidente havas 
II ve || < || v'® iii ih fe _Ssı| 4 || #P + ee. + _S|]. N 


Tial, se serio de vektoroj konvergas, gia generala termo konvergas al O. 
Simpla kazo, kie la konvergo de la vektora serio (44) estas certigita, estas tiu, kie 
la nombra serio de giaj normoj 
B) | r® |] 
konvergas. Efektive, en tiu kazo, se 


7 = B ze 6, 
k 


oni havas 
| ai Re + an] < | ade | urse ar < || v9 || +++ jo «*n || : 
La lasta membro konvergas al nul, kiam g kreskas senfine, tial ankau la unua membro 
konvergas al nul. La nombra serio $& x{® do konvergas por ciu valoro de k, sekve ankau la 
nn. q . ” . “. 

serio (44) konvergas. En tiu ci kazo ni diros, ke la serio (44) konvergas absolute. 

Parakompleksaj potencaj vektoraj serioj. Ni konsideru la formalan potencan 
vektoran serion 

(45) ta 0 + +0, +. 
kie la a, kaj v estas parakompleksaj vektoroj submetitaj al la sama regulo R,. Oni vidis, ke 

I #||sN |la||ljellt. 
Sekve, se la nombra serio 
3 |a, || (N || v||l% 

konvergas, ankau la vektora serio (45) konvergas, ni diru al S(v). Se o, estas la kon- 
vergoradiuso de la serio 

(46) Isli+liale+ ++, 


la serio (45) estas konverga, ec absolute konverga, almenau por || v || < ” . Se oni metas 


Aka, 9) = a, An =ga, mi: Av + || Aula, &,, 
oni havas lau la lemo III 


Na —1 
la. 1 SI ey: |[a, || 14 || 


por ||v ||< oe, ||v + Av ||< 0. Estu 0O< o< @- Por ||» ||< Ht< 0), la serio Sa, - vr 
r 


konvergas. Por || Av ||< — ||» || la serio Sa, ‘(v + Av) ankau konvergas. Estas 
q 


do same pri 
3 Ala, vw) = S(v + Av) — S(o). 
7 
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Oni havas 
Iga,  # Ar] sg Net |ja, || ||v Jr || Ar || 
< N? || Av || la, ||). 
Tial 
ga, v1. Av 
q 


ankau konvergas. Oni do povas skribi 


(47) S(v + Ar) — S(e) = (Fa, v1): Av + || Ar || e 
q 


lell= |I2« & |. 
4 
Lau la lemo III oni ricevas 


—1 nn 
le satz 11a, 11a lläel. 


Car la serio & ||a, ||o® konvergas por o< o,, estas same pri gia dua derivajo 


q 
Z&g(q —A) ||a, || &“*. La esprimo inter krampoj do konvergas por o< o,. Por fiksa 
q 


o< 0, oni do povas skribi 
(48) llel< # |l4ell, 
kie H estas sendependa de Av kaj sekve 
lim |je||=0. 


|!4o|| > 0 
Rezultas do de (47) kaj (48), ke la sumo de la potenca vektora serio (45), kiu konvergas 
almenau por ||» || < N. kaj en tiu sferoido reprezentas determinitan parakompleksan 
vektorfunkeion, estas, en la sama sferoido, vektorfunkeio derivebla (rilate al la regulo A,). 
Kaj gia derivajo egalas la sumon de la derivajoj de la termoj de tiu serio 
(49) So)= +0 +: +ga, M-!+--- 
La serio S’ konvergas kaj estas la derivajo de S almenaü en la sama sferoido || v || < ne. 


Sed kiam oni aplikas la saman rezonadon al $’(v), onj vidas, ke S’(v) ankau estas 
derivebla en la sama sferoido. Kaj tiel plu. Sekve S(v) estas senfine derivebla en la sferoido. 


Fine, oni vidas, ke se o, estas la konvergoradiuso de la nombra potencoserio 
z|la||e 
ka) se 0, > 0, la vektora potencoserio 
“+0 + 4a, U+-- 
konvergas almenau interne de la sferoido 
Iell<®, 
kaj ke gia sumo estas paraanalitika funkcio almenau interne de la sferoido. 


Generaligo de la klasikaj funkeioj. Ni aplikos la antaue diritan al la specialaj poten- 
coserioj k 
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Pe 0o+31:0°4 +71 vu + 
1 1 (— 1)" 
50 an A P- .m4 dat Se u. 0.0 
(50) I Ecke = 5 2, am’ + 
s ER. 3 ; (di 20 +1 , 
Car la serio] 
1 0? o' 
te+7+t rat , 
0° üb 
ergrtrrm 


konvergas por ajna o, la tri vektoraj potencoserioj (50) konvergas absolute por ajna v. 
Ili prezentas por ajna v tri paraanalitikajn funkeiojn, kiujn ni povas signi per la simboloj 
e", kos v, sin v, pro analogio. Cetere oni povas forigi la termon / (kiun ni enkondukis por 
memorigi pri la skribmaniero 5 a, : v”) en ciu termo, en kiu gi esias faktoro. Oni do povas 
skribi por ajna v ‘ 

















eurem 
(51) kon gm 4 + mt 
sinv—=» -: ot... + ne ++. 
Lau la formulo (49) oni cetere vidas, ke oni havas 
de = e'-dv, 
(52) dkosv = —sinv do, 


dsin v = kosv - dv. 











Evidente oni ankau havas 





(53) e® =1,ksO=I1,snO=0. 











Resume, la tri vektoraj potencoserioj (51) konvergas absolute por ajna vektoro v de la 
spaco t„. Jli havas kiel respektivajn sumojn tri paraanalitikajn funkciojn por ajna v kaj por 
ajna regulo de multipliko R, lau kiu la potencoj de v estas kalkulataj. Tiuj tri funkcioj 
verigas la klasikajn rilatojn (52), (53), kiuj tie ci estas vektoraj rilatoj kalkulataj lau la 
regulo R,. 

Atentigo. Oni povus formuli ankorau aliajn ecojn de la paraanalitikaj funkcioj 
generaligante aliajn ecojn de la klasikaj analitikaj funkeioj. Ni pensas, ke la antaue dirita 
suficas por establi la analogion inter tiuj du kategorioj de funkeioj. 


Aliflanke estas kompreneble, ke la analogio ne persistas por ciuj ecoj. 


En alia traktajo (Frechet [9]) ni konsideros pli speciale la kazon de paraanalitikaj 
funkcioj en malgranda nombro da dimensioj (n = 2, 3, A,...). 














or 
as 


m A e %©. 
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Über lineartopologische Algebren*). 


Von Friedhorst Ballier in Mainz. 


Einleitung. 


Die Gesamtheit der linearen Abbildungen eines n-dimensionalen Vektorraumes Z 
in seinen Grundkörper bildet einen zu ZL isomorphen Vektorraum L’. Der Wunsch, diese 
Symmetrieeigenschaft auf den unendlichdimensionalen Fall auszudehnen, führt im Zu- 
sammenhang mit ähnlichen Fragestellungen zur Untersuchung linearer Räume beliebiger 
Dinı»nsion (über beliebigem Grundkörper Ä), auf denen eine separierte lineare Topologie 
erklärt ist. Diese lineartopologischen Räume sind in [VIII]**), 88 4—6, behandelt. Das 
natürliche Analogon für Algebren sind die lineartopologischen Algebren. Auf einer Algebra 
L über beliebigem Grundkörper Ä sei eine separierte Topologie 7 gegeben mit den folgen- 
den Eigenschaften: 

1. Es existiert eine Nullumgebungsbasis aus Subalgebren. 

2. Die algebraischen Rechenoperationen sind stetig in 7. 

3. Die Umgebungen eines beliebigen Punktes r # » aus L entstehen durch Trans- 

lation um x aus den Nullumgebungen. 


Dann nennen wir L(T) eine lineartopologische Algebra. Es ist das Ziel der vor- 
liegenden Arbeit, Eigenschaften dieser lineartopologischen Algebren zusammenzustellen. 
Eine entsprechende Aufgabe hatte sich E. Michael (vgl. [XI]) in seiner Dissertation 
gestellt, indem er, ausgehend von lokal konvexen Räumen, lokal multiplikativ-konvexe 
Algebren untersuchte. Es gelang ihm, diese Algebren in direkte Beziehung zu Banach- 
algebren zu setzen, so daß er deren Theorie zur Verfügung hatte. In unserem Fall muß 
eine solche Beziehungsnahme natürlich fehlen, weil wir uns nicht auf den Körper der 
komplexen Zahlen als Grundkörper beschränken. Vor allem das Fehlen des erweiterten 
Liouvilleschen Satzes (vgl. [IV], theorem 3. 12. 2) macht es oft unmöglich, sich der aus 
der Theorie der Banachalgebren bzw. aus [XI] bekannten Verfahren zu bedienen und 
analoge Ergebnisse zu erhalten. Wo eine Übertragung von Schlußweisen aus [XI] möglich 
war, wie im ersten und dritten Paragraphen, erscheinen die Resultate in einfacherer Form 
und nicht so weitgehend wie bei den lokal multiplikativ-konvexen Algebren. An Stelle 
analytischer Methoden treten rein algebraische bei allgemeinem Grundkörper. 


In $1 werden grundlegende Eigenschaften lineartopologischer Algebren abgeleitet 
und Beispiele gegeben. Der Begriff erweist sich invariant gegenüber den gebräuchlichsten 
topologischen und algebraischen Operationen wie Übergang zu einer Subalgebra, zur 
Restklassenalgebra nach einem abgeschlossenen, zweiseitigen Ideal, zum topologischen 
Produkt bzw. der topologischen direkten Summe oder zur vollständigen Hülle. Es ist 
dabei bereits mehrfach notwendig, statt der allgemeinen lineartopologischen Algebren die 


*) Diese Arbeit wurde von der naturwissenschaftlichen Fakultät der Universität Mainz als Dissertation ange- 
nommen (D 77). Herrn Professor Dr. Köthe bin ich für mannigfache Anregungen und Ratschläge zu Dank: verpflichtet. 
**) Mit eingeklammerten römischen Zahlen verweise ich auf das Literaturverzeichnis am Schluß der Arbeit. 
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idealtopologischen Algebren zu betrachten. Solche Algebren sind der Untersuchung zu- 
gänglicher, weil in ihnen das Ringprodukt gleichmäßig stetig ist bezüglich beider Variablen. 
Diese charakterisierende Eigenschaft ist gleichbedeutend damit, daß es in L(T) eine 
Nullumgebungsbasis aus zweiseitigen Idealen gibt ($ 1, Satz 1). In den nachfolgenden 
Sätzen wird der Begriff der Quasiregularität häufig verwendet. Wir gebrauchen ihn und 
die damit zusammenhängenden Bezeichnungen wie Radikal, Spektrum, im Sinn von 
Jacobson (vgl. [V]). Es werden hier einige Bemerkungen über Quasiregularität zusammen- 
gestellt, die wir später benötigen. Dann wenden wir uns zwei Darstellungsmöglichkeiten 
idealtopologischer Algebren zu. Eine solche Algebra kann als Subalgebra des topologischen 
Produktes diskreter Algebren L‘ aufgefaßt werden. In Analogie zu [XI], theorem 5. 1, 
erhalten wir damit eine Charakterisierung vollständiger idealtopologischer Algebren als 
projektiven Limes (vgl. [XIII], chap. I, 5) der Faktoren Li (siehe $ 1, Satz 3). Eine der 
Folgerungen, die sich hieraus wie in [XI] ziehen lassen, zeigt, daß das Radikal einer voll- 
ständigen idealtopologischen Algebra abgeschlossen ist. Daneben ist jede idealtopologische 
Algebra Teil einer Algebra 5 von stetigen Endomorphismen in einem lineartopologischen 
Raum E (vgl. $ 1, Satz 6); dabei wird auf $ die Topologie der uniformen Konvergenz in E 
verwendet. 


In $2 betrachten wir linear kompakte Algebren, wobei der Begriff „linear kompakt“ 
im Sinn von Lefschetz (vgl. [X], II, 6) zu verstehen ist. Linear kompakte Algebren sind 
immer idealtopologisch ($2, Satz 1). Aus [VIII] ist bekannt, daß die Topologie eines 
linear kompakten Raumes L(T) stets die schwache Topologie T, ist, welche mit Hilfe des 
dualen Raumes L’ aller stetigen linearen Abbildungen von L(T) in X erklärt ist. Während 
aber jeder lineartopologische Raum lineartopologisch ist auch bezüglich der schwachen 
Topologie, ergibt die Untersuchung der schwachen Topologie bei lineartopologischen 
Algebren, daß dies hier nicht mehr gilt. Es gibt lineartopologische Algebren L(T), die 
bezüglich der schwachen Topologie nicht mehr lineartopologisch sind; als Beispiel nenne 
ich 94 (für transfinites d), die topologische direkte Summe von d Summanden X (vgl. 
$ 2, Satz 3). Die linear kompakten Algebren sind gerade die hinsichtlich 7, vollständigen 
lineartopologischen Algebren ($2, Satz 2, Korollar). Die in $1 erhaltene Darstellung 
idealtopologischer Algebren als Teil eines topologischen Produktes kann für halbeinfache, 
linear kompakte Algebren genauer ausgeführt werden. Eine solche Algebra ist das topo- 
logische Produkt von vollen Matrizenalgebren endlichen Ranges über Schiefkörpern 
($ 2, Satz 5)*). Es ergibt sich damit ein Analogon zum Wedderburnschen Struktursatz 
der klassischen Algebra. Wir ziehen verschiedene Folgerungen aus diesem Satz und ge- 
winnen im Anschluß daran einen Struktursatz für halbeinfache, lokal linear kompakte 
Algebren ($2, Satz 7). Über das Radikal einer linear kompakten Algebra erhalten wir 
folgende Aussagen: Das Radikal AR ist abgeschlossen, regulär, topologisch nilpotent und 
gleich dem Durchschnitt der R umfassenden offenen, maximalen zweiseitigen Ideale. 
Für eine kommutative linear kompakte Algebra ZL ist R die Gesamtheit der Elemente, 
deren n-te Potenzen gegen o konvergieren. Das Radikal einer lokal linear kompakten 
Algebra ist abgeschlossen ($ 2, Satz 8). 


Der 3. Paragraph dient der Betrachtung lineartopologischer Algebren, für welche 
es „genügend viele‘‘ (algebraisch) homomorphe, stetige Abbildungen in den Grundkörper 
K gibt. Beispiele bieten 9. und ®,, das topologische Produkt von d Faktoren K. In diesen 
Fällen besteht die Gesamtheit M(L) der stetigen, homomorphen Abbildungen von Z(T) 
in K gerade aus allen Projektionen p; und der Nullabbildung ©. Umgekehrt ist jede 


*) Auf anderem Wege erhielt D. Zelinsky in [XIV], theorem 1, ein äquivalentes Ergebnis. Unser Beweis ent- 
stand in Anlehnung’ an den Beweis von Kaplansky für kompakte Ringe (vgl. [VT], theorem 16). 
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lineartopologische Algebra L(T7) algebraisch isomorph einer Subalgebra L* von w,, wo d 
die Mächtigkeit von M-(L) (dies ist M(L) ohne ©) angibt; dabei gehen die Elemente aus 
M -(L) in die Projektionen von L* über ($ 3, Satz 1). Derartige Algebren sind stets kommu- 
tativ und halbeinfach. Wir können Z auch als Teilalgebra C, der Menge C,(M(L)) aller 
stetigen Abbildungen von M(L) in K ansehen, welche für © verschwinden; auf M(L) ist 
hierbei die schwache Topologie gewählt ($ 3, Satz 2). Ist C, = C,(M(L)), so sprechen 
wir von einer vollen lineartopologischen Algebra. Die Algebren 9,, w., allgemeiner das 
topologische Produkt und die topologische direkte Summe voller Algebren sind voll 
($ 3, Satz 3). Wenn jede homomorphe Abbildung der vollen lineartopologischen Algebra 
L(T) auf K stetig ist, dann ist Z(7) durch die topologischen Eigenschaften von M(L) 
algebraisch bestimmt. Das Spektrum eines Elementes einer vollen lineartopologischen 
Algebra L(T) besteht aus allen Skalaren f(x), wo f über M-(L) läuft ($3, Satz 4). Wie 
der duale Raum L’ zur Definition der schwachen Topologie auf Z dient, so verwenden wir 
den Teilraum M(L) von L’, um eine neue Topologie 7‘, auf L einzuführen. 7,-vollständig 
sind gerade die in Analogie zu [IX], $ 15, Satz 2, „vollkommen“ genannten vollen Algebren 
($ 3, Satz 5). Im Zusammenhang mit der Betrachtung der F-Topologie und der vollkom- 
menen Algebren tritt schließlich die folgende Frage auf: Unter welchen Voraussetzungen 
über den separierten topologischen Raum E ist die Algebra C,(E) der für ein spezielles 
Element £&, aus E verschwindenden stetigen Funktionen mit Werten in K bezüglich der 
Topologie der einfachen Konvergenz eine lineartopologische Algebra L(7T) mit M(L) = E? 
Wir finden als notwendige und hinreichende Bedingung, daß jedes Element in E eine 
Umgebungsbasis aus zugleich offenen und abgeschlossenen Mengen besitzt. 


$ 1. Allgemeine Eigenschaften lineartopologischer Algebren. 


Wir nennen einen linearen Raum Z über diskretem Körper K lineartopologisch, 
wenn er eine solche separierte lineare Topologie besitzt, daß rx für reK, und x +y 
stetige Funktionen von x bzw. von x und y sind. Dabei heißt eine Topologie linear, wenn 
eine Nullumgebungsbasis aus linearen Teilräumen existiert und wenn die Umgebungen 
eines beliebigen Punktes x von Z durch Translation um x aus den Nullumgebungen ent- 
stehen. Der so erklärte lineartopologische Raum L(T) ist ein uniformer Raum (vgl. [VIIT], 
$ 4). 

Die besondere Struktur des lineartopologischen Raumes gestattet eine leichte 
Handhabung linearer Abbildungen: 

(1) Ist eine lineare Abbildung A eines lineartopologischen Raumes in einen ebensolchen 
in o stetig, so ist sie überall und sogar gleichmäßig stetig (vgl. [VIIT], $ 4, 2). 

Ferner gilt: 

(2) Ist U eine offene Menge eines lineartopologischen Raumes, so auch M + U für 
beliebige Menge M; für eine lineare Nullumgebung U ist M + U auch abgeschlossen (vgl. 

[VIIT], $4, 2). 
In Fortführung obiger Definition legen wir fest: L(T) sei eine Algebra und ein 
lineartopologischer Raum; es gebe eine Basis (U,;), mit ie /, der Nullumgebungen aus 
Subalgebren und zy sei stetig bezüglich jeder Variablen einzeln; dann heiße L(7) eine 
lineartopologische Algebra. Die Indizesmenge / hat beliebige Mächtigkeit. 

Es folgt sogleich: 


(3) In einer lineartopologischen Algebra ist die Ringmultiplikation stetig bezüglich 
beider Variablen zugleich. 
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Denn sei die Umgebung r,%, + U; von 2,4, gegeben. Wegen der Stetigkeit der 
Multiplikation in jedem Faktor einzeln gibt es Nullumgebungen U, und U,, so daß x,U,; 
und U,y, enthalten sind in U;. Sei die Nullumgebung U„in U,n U,n U, gelegen; für 
(2,Y) E (20 + Um Yo + Um) ist dann xy = %uYo + Xolg + UYo + U,l,, wo die Elemente 
u; in U„ liegen. Da wir U, linear voraussetzen können, gehört xy zu z,% + Ui. 

Während nach (1) in einem lineartopologischen Raum ZL(T) die Addition immer 
eine gleichmäßig stetige Abbildung von Z x L auf Z darstellt, ist die gleichmäßige Stetig- 
keit des Ringproduktes nur bei einer im folgenden öfter auftretenden Klasse spezieller 
lineartopologischer Algebren erfüllt: 


Satz 1. Der lineartopologisch e Raum L(T) sei eine Algebra und besitze eine Null- 
umgebungsbasis aus zweiseitigen Idealen U,;,; dann ist L(T) eine lineartopologische Algebra 
mit einem in beiden Variablen gleichmäßig stetigen Ringprodukt. Ist umgekehrt L(T) eine 
lineartopologische Algebra mit einem in beiden Variablen gleichmäßig stetigen Ringprodukt, 
so hat L(T) eine Nullumgebungsbasis aus zweiseitigen Idealen. 


Beweis. Eine Basis der uniformen Struktur von L(T) ist gegeben in den Mengen N, 
aller Elemente (xz,y) aus Lx L, für welche x — y in U, liegt (vgl. [VIII], $4, 2). Sei nun 
im 1. Fall ein festes offenes Ideal U, vorgegeben. Für Elemente (x!, y?), (x?,y?) aus Ax L 
mit (@! — 22) € U, und (y! — y?) € U; liegt dann z’y! — z?y? = r!(y! — y?) + (x! — 2?) y? 
in U,, d.h. das Ringprodukt ist gleichmäßig stetig. — Um unsere 2. Behauptung nach- 
zuweisen, müssen wir ein offenes, zweiseitiges Ideal in U, finden, wenn nun U, eine 
lineare Nullumgebung bedeutet. Nach Voraussetzung gibt es lineare Nullumgebungen 
U,<U,und U,<TU,, so daß aus (x! — x?)e U, und (y! — y?) € U; folgt («!y! — x?y?)e U,. 
Sei x ein beliebiges Element aus L; ist 2!= xr?= x, sowie y? = o und bedeutet y! 
ein beliebiges Element aus U,, so liegt also xy! in U, d.h. es ist ZU,< U,. Ebenso 


gilt U,L< U,. Dieselbe Überlegung, für U= U,rU, statt U, ausgeführt, liefert 
eine lineare Nullumgebung V < U mit den Eigenschaften LV< U,, sowie VL< U, und 
LVL< UL< U,;; wenn wir durch Klammern die lineare Hülle kennzeichnen, so ist 


W=V+(LV) +(VL) + (LVL) 


ein offenes, zweiseitiges Ideal und enthalten in U;. In ähnlichem Zusammenhang verweist 
Kaplansky auf diese Formel in [VI], I, Beweis von lemma 9. 


Definition. Eine lineartopologische Algebra mit einer Nullumgebungsbasis aus 
zweiseitigen Idealen heißt eine idealtopologische Algebra. 
Ein Beispiel bieten die diskreten Algebren: 


(4) Versieht man eine Algebra L mit der diskreten Topologie T, so ist L(T) eine ideal- 
topologische Algebra. 


Hier ist nämlich (0) eine Nullumgebungsbasis. 


(5) Umgekehrt ist offenbar jeder endlichdimensionale lineartopologische Raum diskret. 

Ein solcher diskreter lineartopologischer Raum ist stets vollständig, denn die 
uniforme Struktur ist ebenfalls diskret. 

(6) In einer idealtopologischen Algebra L(T) ist jedes eigentliche, nicht in L(T) 
dichte, (linke, rechte, zweiseitige) Ideal H in einem eigentlichen, offenen (und zugleich abge- 
schlossenen) Ideal (derselben Sorte) enthalten. Also ist jedes abgeschlossene, maximale Ideal 
auch offen. 

Beweis. Sei (U,), mit i€ /, eine Nullumgebungsbasis aus zweiseitigen Idealen U,. 
Da H=#L ist, gibt es ein Element x in Z und einen Index ie /, so dB Hr (x + U,) 
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leer ist; daher liegt x nicht in dem offenen Ideal H + U,, welches }/ enthält und von 
derselben Sorte wie H ist. 


Wie ein lineartopologischer Raum konstruiert werden kann, zeigt folgender Satz: 


(7) Ist (U,), mitie I, eine Filterbasis von linearen Teilräumen des linearen Raumes L 
mit Durchschnitt o, und führen wir auf L die lineare Topologie T ein, welche durch (U,) als 
Umgebungsbasis von 6 erklärt ist, so ist L mit T ein lineartopologischer Raum (vgl. [VIII], 
$ 4,2). 


Ist L eine Algebra und sind die Mengen U, zweiseitige Ideale in L, so ist L(T) (nach 
Satz I) eine i.'ealtopologische Algebra. 


Die Durchschnittsbedingung der Nullumgebungsbasis ist in jedem lineartopologi- 
schen Raum erfüllt; sie zeigt wegen (2), daß in einem solchen Raum die zusammenhän- 
gende Komponente eines Punktes dieser Punkt selbst ist, d.h. ein lineartopologischer 
Raum ist vollständig unzusammenhängend. 


Mit Hilfe von (7) schließen wir: 


Satz 2. Seien eine Algebra L und eine Anzahl homomorpher Abbildungen f;, mit ie, 
von L in lineartopologische Algebren L‘ gegeben; für x +yaus L gebe es ein i, so daß 
fitz) # fi(y) ist. Versieht man L mit der schwächsten Topologie T, in welcher alle Homomor- 
phismen f; stetig sind, so ist L(T) eine lineartopologische Algebra. Im Fall idealtopologischer 
Algebren L‘ ist auch L(T) idealtopologisch. 


Beweis. (U,), mit k € /,,sei eine lineare Nullumgebungsbasis von L'. Die Gesamtheit 
V = (V,) bestehe aus allen Mengen f{""(U}), mit ie / und ke /,, und deren endlichen 
Durchschnitten. V ist dann eine Filterbasis aus linearen Teilräumen von ZL, und zwar 
sind die Mengen V, zweiseitige Ideale, wenn alle Mengen U, es sind. Der Durchschnitt der 
linearen Teilräume V, ist o, denn zu einem Element x +0 aus L gibt es nach Voraussetzung 
einen Homomorphismus f; mit f;(x) # 0, also existiert eine Menge U}, welche f;(x) nicht 
enthält; d. h. x ist nicht in f ” (U}) enthalten. Die lineare Topologie 7 mit V als Null- 
umgebungsbasis macht Z zu einem lineartopologischen Raum L(T). Dabei sind die Um- 
gebungen x + V, eines Elementes x aus L gerade die reziproken Bilder der Umgebungen 
fi(z) + Ui bzw. endliche Durchschnitte solcher Mengen; T ist also die gesuchte Topologie. 
V,V, ist in V, enthalten, weil alle Mengen U; Algebren sind. Zum Nachweis der Stetigkeit 
von xy in y = o geben wir uns eine Nullumgebung V,, vor. Ist V,, eine Menge f{"" (U}), so 
setzen wir V,, = ff" (Uj,), wo f;(x) U,, in U; liegt; dann gehört zV,, zu V,„. Bedeutes V,„ 
aber einen endlichen Durchschnitt von Mengen f{"(U}), so verwenden wir den Durch- 
schnitt der V,, entsprechenden Nullumgebungen. (1) vervollständigt den Beweis. 


Der Begriff der lineartopologischen Algebra bleibt bei den üblichen topologischen 
Operationen erhalten: 


(8) Sei S eine Subalgebra einer lineartopologischen Algebra L(T); dann ist S in bezug 
auf die durch T induzierte Topologie lineartopologisch und die abgeschlossene Hülle S von 5 
ist eine Subalgebra. Ebenso ist die abgeschlossene Hülle eines rechten (linken, zweiseitigen) 
Ideals ein Ideal derselben Art. 


Die erste Behauptung folgt aus (7). Seien nun x, und 4, Elemente aus 5. Zu jeder 
Nullumgebung U, gibt es dann Elemente x und y aus S, so daß zin x, + U, und y in 
Yo + U; liegen. Wenn xz,%, + U eine Umgebung von x,%, ist, so kann man wegen (3) Null- 
umgebungen U, und U, finden, so daß xy zu x,%. + U gehört, wenn x und y Elemente 
von x, + Uı bzw. y, + U„ sind. Also ist x,%, Berührungspunkt von $. Entsprechend 





Ballier, Über lineartopologische Algebren. 47 


folgt, daß S abgeschlossen ist bezüglich Addition und skalarer Multiplikation. — Ist H 


ein Ideal in Z, so ist Hx enthalten in Hx — H, da eine stetige Abbildung einen Berührungs- 
punkt in einen Berührungspunkt überführt. 


(9) Das topologische Produkt lineartopologischer Algebren ist eine lineartopologische 
Algebra; dasselbe gilt für die topologische direkte Summe. Dabei sei das Ringprodukt jedesmal 
komponentenweise erklärt. In beiden Fällen existiert eine Nullumgebungsbasis aus Idealen, 
wenn dies für die Faktoren bzw. Summanden richtig ist. 

Die erste Aussage ist ein Sonderfall von Satz 2. Auch für die topologische direkte 
Summe, für welche als Nullumgebungen die direkten Summen von Nullumgebungen der 
einzelnen Summanden genommen werden, ist die Behauptung klar. 

Nimmt man den Grundkörper K selbst als Faktor, so erhält man die lineartopo- 
logischen Algebren »;(K) = w, und 94(K) = Ya: Die Algebra », ist das topologische 
Produkt, 94 die topologische direkte Summe einer Menge der Mächtigkeit d lineartopo- 
logischer Algebren K. Man erkennt, daß die Topologie von 94 die diskrete ist. 


(10) Wenn L(T) eine lineartopologische Algebra ist und H ein abgeschlossenes, zwei- 
seitiges Ideal in L, so ist die Algebra L/H bezüglich der induzierten Topologie lineartopo- 
logisch. L/H ist idealtopologisch, falls L es ist. 


Dies ist leicht zu sehen. Wegen (2) sind die offenen Mengen in ZL/H gerade die Bilder 
der offenen Mengen von L bei der Abbildung von Z auf L/H. Die Abgeschlossenheit von 
H garantiert, daß die bei dieser Abbildung übertragene lineare Topologie separiert ist 
(vgl. [VIIT], $4, 7). 

Wir können eine lineartopologische Algebra L(T) in eine lineartopologische Algebra 
L‘ mit Einselement einbetten: Auf L x K definieren wir 


(x, r) u 0 (Y, s) u (x > y,r r s); r(x, s) BR (rx, rs); 
(x, r) (y, s) (zy rny +s2,r8). 
Verwenden wir in der so erhaltenen Algebra mit Einselement (o, 1) die Produkttopologie, 
so ist Z* ein lineartopologischer Raum, und eine Nullumgebungsbasis ist in allen Mengen 
V;= (U,,0) gegeben. Diese Mengen sind Subalgebren; sie sind zweiseitige Ideale in L*, 


wenn die Nullumgebungen U; von ZL zweiseitige Ideale dieser Algebra sind. Außerdem ist, 
wovon man sich leicht überzeugt, die Ringmultiplikation stetig. Also haben wir: 


(11) /st L(T) eine lineartopologische Algebra, so ist L* ebenfalls lineartopologisch. 
L* hat eine Nullumgebungsbasis aus zweiseitigen Idealen, wenn L eine solche besitzt. 

(12) Sei (U,) eine Nullumgebungsbasis aus zweiseitigen Idealen der idealtopologischen 
Algebra L(T); dann ist die vollständige Hülle L von L auch eine idealtopologische Algebra 
und sie besitzt eine Nullumgebungsbasis in den zweiseitigen Idealen U, wo U, die abge- 
schlossene Hülle von U, in L sei. Es ist U,—= U; nL. 


Beweis. Nach [VIII], $7, ist L ein lineartopologischer Raum mit einer Nullumge- 


bungsbasis (U,); wegen ‘der Abgeschlossenheit der Mengen U; in L ist U;,= U; nL. 
Als Folge von [IT], chap. II, $3, theoreme 1, und Satz 1 kann das Ringprodukt gleich- 


mäßig stetig (bezüglich beider Faktoren) auf ganz L fortgesetzt werden. Die Gültigkeit 
der algebraischen Rechenregeln folgt aus der Stetigkeit der Operationen und daraus, daß 


L in L dicht ist. Seien nun x in U, und yinL gelegen; wegen der Stetigkeit des Ring- 
produktes gibt es zu jeder Umgebung U von zy in L Umgebungen U, und U, von x bzw. y 
in Z mit U,U,< U. Die Umgebung U, enthält ein Element u aus U, und U, ein Element v 
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aus L, also liegt das Element uv aus U, in U, und xy gehört demnach zu TD;; d.h. U, ist 
ein zweiseitiges Ideal in L. 

Mit Jacobson führen wir die folgenden Bezeichnungen ein: x heißt rechts quasi- 
regulär in L, wenn es ein Element x’ in Z gibt, so daßBxoe2’=x +2’ + xx’ = o ist; man 
nennt x’ dann eine rechte Quasiinverse von x; entsprechend für links quasiregulär; x heißt 
quasiregulär, wenn es links und rechts quasiregulär ist. Es gilt 


zo(ye2)=(zoy)o2. 


Ist x quasiregulär, so ist jede rechte Quasiinverse x’ zugleich linke Quasiinverse und ein- 
deutig bestimmt, denn es ist für eine linke Quasiinverse x’ 


=" oler)=l" oT) =r. 


Ein (rechtes, linkes) zweiseitiges Ideal heißt quasiregulär, wenn es nur (rechts, links) 
quasireguläre Elemente enthält. Die Vereinigung der quasiregulären rechten Ideale von 
L nennt man das Radikal R von L. Die Algebra L ist halbeinfach, wenn R = o ist; L 
heißt eine Radikalalgebra für R=L. Der Skalar r +0 aus K gehöre genau dann zum 


Spektrum eines Elementes x von L, wenn — - x nicht rechts quasiregulärist; r = 0 zählt 


dann und nur dann zum Spektrum, wenn x nicht regulär ist, d. h. kein inverses Element 
besitzt (in einer Algebra ohne Einselement gehört also 0 zum Spektrum jedes Elementes). 


Wir formulieren einige Bemerkungen über das Radikal und die Quasiregularität, 
welche wir im folgenden benötigen. 

(13) Das Radikal R von L ist ein zweiseitiges Ideal und jedes Element aus R ist quasi- 
regulär in R (vgl. [V], theorem 1). 

(14) Sei das Radikal einer lineartopologischen Algebra L(T) abgeschlossen; dann ist 
die lineartopologische Algebra L/R halbeinfach. 


Beweis. Liege das Bild x eines Elementes x aus L im Radikal von L/R, d.h. es sei 
rz + £y rechts quasiregulär für aller € K undy € L. Es gibt also ein Element z in L, so daß 
(rx + xy) » zin R liegt, d.h. ein Element u aus Z erfüllt die Gleichung (rx + xy) o (2° u) = 0, 
woraus ze R und 2 = o folgt. 

Es gilt ferner: 

(15) In einer idealtopologischen Algebra L(T) mit Radikal R und vollständiger Hülle 
L ist die Quasiinversion gleichmäßig stetig und die abgeschlossene Hülle R" von R in List 
enthalten im Radikal R(L) von L. 

Beweis (vgl. [VII], lemma 1). Seien x’ und y’ die Quasiinversen von x bzw. y; dann 
liegt 

"— y-Ww-)+eW— + WW Dt} 
in dem offenen Ideal U,, wenn y — x zu U, gehört; das beweist die gleichmäßige Stetigkeit 
der Quasiinversion. Konvergiert das Cauchysystem x’, wo x’€ R, gegen das Element x von 
R", so bilden demnach die JJuasiinversen x" ein Cauchysystem in Z, d.h. sie konver- 
gieren gegen ein Element x’ aus L; weil x’ 0 x” = 0 gegen x x’ konvergiert, ist x quasi- 
regulär. Nun ist R" nach der Schlußweise von (12) ein zweiseitiges Ideal in L, welches also 
nur quasireguläre Elemente enthält; daraus folgt die Behauptung. 
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In Analogie zu (14) erhalten wir dann: 


(16) Ist L(T) eine idealtopologische Algebra und ist R" gleich R(L), so ist L/R" halb- 
einfach, wo R" die abgeschlossene Hülle von R in L bedeutet. 


Beweis. Liege x& im Radikal von L/R"; dann gibt es für jedes re K und yeEL ein 
Element z in L, so daß (rx + zy)oz zu R"< R(L) gehört. Alle Elemente a = rx + ay 
haben also Quasiinversen a’ = zou in L, wo u die Quasiinverse von (rx + xy) oz ist. 
Wenn y&€L ist, existiert ein gegen y konvergentes Cauchysystem y' in L, so daß rx + ay' 
gegen rx + xy konvergiert;; wegen (15) bilden die Elemente a” = (rx + zy')’ ein Cauchy- 
system in ZL, welches gegen die Quasiinverse a’ von rx + xy konvergiert. Also liegt x in 
R(L) = R",d.h. zist enthalten in A’ nL= R” und folglich ist x = o. 

Gibt es in einer Menge M von rechten Idealen der Algebra ZL stets ein Ideal V, das in 
allen Idealen von M enthalten ist, so sagen wir, ZL genüge der Minimumbedingung für 
rechte Ideale. 


(17) Genügt eine lineartopologische Algebra der Minimumbedingung für rechte Ideale, 
so ist R" = 0 für ein passendes ganzzahliges n. 


Beweis. Wir folgen [IV], theorem 22. 13.5. Es sind A, (R?), - - : zweiseitige Ideale 
und es gilt A>(R®?)>---. Nach Voraussetzung wird einmal (R"*) = (R"*!); setzen wir 
(R") = 8, so ist (S?) = S wegen (R") = (R?*) < ((R")?) und (R")? < (R?*). Wenn $ +0 
ist, gibt es in Z ein kleinstes rechtes Ideal 4, welches in 5 enthalten ist und für das HS + 0 
ist (S selbst ist ein solches Ideal). Seid € H und 5$ =+ o; dann ist das rechte Ideal 55 von L 
enthalten in H, also 55 = H; insbesondere existiert ein Element z in $ mit bz = —b. 
Als Element von R hat z eine rechte Quasiinverse u, d.h. es ist bz + bu + bzu = o, also 
bz= —b = o entgegen Konstruktion. Folglich ist 5 = o. 


(18) Das Radikal einer Algebra enthält den Durchschnitt der maximalen rechten 
Ideale. 


Der Beweis in [IV], theorem 22. 15. 1 und corollary 3, läßt sich ebenso bei unserer 
Definition des Radikals führen. 


(19) Rx O ist das Radikal von L*, wenn R das Radikal von L ist. 


Denn für das Element (x,r) aus Z* mit r #0 ist _ı (x, r) nicht rechts quasi- 


regulär, da 
1 1 
a, (X, r) T (Y, s) 2 (x, r) (y, s) . (0, 0) 


den Widerspruch 
—1+s—s=0 


nach sich zieht. Außerdem ist Z x 0 ein zweiseitiges Ideal in Z x K und es hat also ein 
Element (x, 0) eine rechte Quasiinverse schon in Z x 0, wenn es sieinZ x K hat. 

(20) Das Radikal R(H) eines zweiseitigen Ideals H von L ist gleich dem Durchschnitt 
des Radikals R von L mit H. 

In Analogie zu dem Beweis von [VII], lemma 2, schließen wir folgendermaßen: 
Gewiß ist Ar H in R(H) enthalten, denn mit einem Element v ist auch seine Quasi- 
inverse © = — v — vv’ in H gelegen. Liegt umgekehrt das Element x in R(H), so auch 
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das Element — r?x2 — rxry — reyx — zyıy für beliebigen Skalar re K und yeL. Sei z’ 
die Quasiinverse dieses Elementes. Man rechnet leicht nach, daß 

(rz + 2y) oe (—r2 — zy)oz) = 0 
ist, d.h. es gehört x zum Radikal von Z. 

Sei L(T) eine idealtopologische Algebra und (U;), mit ie /, eine Nullumgebungs- 
basis aus zweiseitigen Idealen; für ein Element x aus Z bedeute p;(x) = x, das Bild in 
L; = L/U,. Unter gewissen Einschränkungen bedingen Quasiregularität von x und von 
allen x; sich gegenseitig. 

Definition. Wir nennen das linke (rechte) Ideal / einer Algebra Z regulär, wenn es 
in L ein Element z gibt, so daß x — rz (bzw. x — zr) in H liegt für alle x € L. Das Element 
z heißt eine rechte (bzw. linke) Einheit modulo H. 

Damit gilt zunächst: 

(21) Genau dann ist x, quasiregulär in L, für alle i, wenn — x keine Einheit modulo 
einem eigentlichen, abgeschlossenen, regulären, einseitigen Ideal von L ist. 

Beweis. Wenn x; etwa keine linke Quasiinverse in Z, hat, :0 ist (y + yx,), woyinZ, 
läuft, ein abgeschlossenes, eigentliches, reguläres, linkes Ideal G; denn es enthält das Ele- 
ment — x; nicht. p{”" (G) ist ersichtlich ein eigentliches, reguläres, linkes Ideal mit rechter 
Einheit — x in L; das Ideal p{” ’(G) ist wegen der Stetigkeit der kanonischen Abbildung 
p: abgeschlossen in L. — Ist andererseits — x eine rechte Einheit modulo einem eigent- 
lichen, abgeschlossenen, regulären, linken Ideal H von L, so gibt es einen Index i, so daß 
pı(H) + L, ist; denn es existiert ein Element v in Z und ein U,mit + U)ÄH=&Q),d.h. 
es ist p,;(v) nicht in p;(H) gelegen. — x; ist rechte Einheit modulo p;(H) und p;(H) enthält 
das Ideal (y + yx,), wo y die Algebra L, durchläuft. Aus der Annahme, x; sei links quasi- 
regulär in Z,, erhalten wir dann den Widerspruch (y + yx;) = L;: Sei z€ L, eine linke 
Quasiinverse von x;; es folgt x;€ (y + yx;) und also ye (y + yx,) für alle y aus Z,, denn 
es ist 2; = — z — zx;. Hiermit folgt: 

(22) Wenn in einer idealtopologischen Algebra L(T) jedes reguläre, maximale Ideal 
abgeschlossen ist, so ist ein Element x aus L genau dann quasiregulär in L, wenn x; quasi- 
regulär ist in L, für alle i. 

Beweis. Die Notwendigkeit trifft zu, weil Quasiregularität bei homomorpher Ab- 
bildung p; erhalten bleibt; denn ist x’ die Quasiinverse von x, so hat p;(x) die Quasiinverse 
pi(x’), wie durch Anwendung von p; auf x +2’ + xx’ = o folgt. — Hat das Element x 
aus L etwa keine linke Quasiinverse, so ist das reguläre linke Ideal (y + yx), wo y in L 
läuft, wie unter (21) eigentlich und es kann wie in [IV], theorem 22. 14. 3, in ein reguläres, 
maximales I;nkes Ideal #4 mit derselben rechten Einheit. — x eingebettet werden. Da H 
nach Voraussetzung abgeschlossen ist, können wir (21) anwenden. 








































In solchen Algebren ist das Radikal abgeschlossen: 

(25) Sei ein Element’ x einer idealtopologischen Algebra L(T) rechts quasiregulär in L, 
wenn x; quasiregulär ist in L; für alle i; dann ist das Radikal R von L abgeschlossen. 

Beweis. R,; bezeichne das Radikal von ge Weil Quasiregularität bei homomorpher 
Abbildung erhalten bleibt, ist R enthalten in D =npi(R). Der Durchschnitt D ist 


ein abgeschlossenes (Z, ist diskret), zweiseitiges Idealin Z(7) und jedes Element von D ist 
nach Voraussetzung rechts quasiregulär, also liegt D in A. 

Eine lineartopologische Algebra, welche aus p,, = p und ®,, = » durch eine wohl- 
geordnete Folge, bis zur 2. Zahlklasse, von topologischen Summen- und Produktbildungen 
entsteht, heiße eine Algebra abzählbarer Stufe. 
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(24) Das Spektrum eines Elementes x aus 94, wa oder einer Algebra abzählbarer Stufe 
besteht genau aus allen Skalaren r, welche als Komponenten von x auftreten; es ist deshalb 
endlich für x€ 94 und höchstens abzählbar, wenn x in einer Algebra abzählbarer Stufe liegt. 
x ist also quasiregulär, wenn keine Komponente gleich — 1 ist. 


Beweis. Die Gleichung s + 1 + st = 0 ist genau für ? # — 1 lösbar. Indem man sie 


a 0 
komponentenweise für mz# löst, wo r unter den Komponenten von x nicht vorkomme, 


ER NR F BR0, 
erhält man ersichtlich eine Quasiinverse von _Zzin L, denn it = 0 hat s = 0 zur Folge 


und L enthält zu einem Element y alle „Vektoren“ mit gleichen Nullkomponenten. Hat 
andererseits ein Element y aus Z die Komponente — 1, so kann es nach unserer Über- 


legung keine Quasiinverse haben, d.h. auch nur dann besitzt — reine Quasiinverse, 


wenn r unter den Komponenten von z nicht auftritt. Auch hat x offenbar genau dann eine 
Nullkomponente, wenn x nicht regulär ist in Z. 


Die folgenden Überlegungen versuchen eine Charakterisierung lineartopologischer 
Räume bzw. Algebren. 


(25) Auf einem linearen Raum L sei eine separierte Topologi: T erklärt. Der topo- 
logische Raum L.(T) ist genau dann lineartopologisch, wenn er topologisch isomorph ist zu 
einem Teilraum S des topologischen Produktes diskreter, linearer Räume. Ein entsprechender 
Satz gilt für idealtopologische Algebren. 


Beweis. Sei (U,), mit i€ I, eine Nullumgebungssubbasis aus linearen Teilräumen 
von L(T). Die Zuordnung x — (z;), wo x; die Restklasse x + U, bedeutet, gibt uns eine 
topologisch isomorphe Abbildung von ZL(T) in das topologische Produkt der diskreten 
Räume ZL/U;,. — Wenn L eine Algebra mit einer Nullumgebungsbasis (U;) aus zwei- 
seitigen Idealen ist, so ist obige Zuordnung ein Homomorphismus, und das topologische 
Produkt ist ebenfalls idealtopologisch. Umgekehrt ist ein topologisches Produkt diskreter 
Algebren, wie man sofort sieht, eine idealtopologische Algebra, also auch jede Subalgebra. 


Im Fall einer vollständigen idealtopologischen Algebra können wir die Subalgebra 5 
genauer bestimmen: 


Satz 3. Eine vollständige lineartopologische Algebra mit einer Nullumgebungsbasis 
aus zweiseitigen Idealen U, ist der projektive Limes der idealtopologischen Algebren L,. 


Beweis. Wir setzen i < j für U,< U, und machen so die Indizesmenge / zu einem 
gerichteten System. Aus x, = y; folgt dann x, = y;, so daß durch 


faü(z;) = a für ij 


eine topologisch homomorphe Abbildung von L; auf ZL, erklärt ist; sie genügt der 
Gleichung 
fi) = fir (fiala)) für i<Sji<k, 


denn beide Seiten bedeuten die Restklasse von x modulo U;. Im topologischen Produkt 
P der Algebren L, betrachten wir die Gesamtheit lim Z, der Elemente r mit 


Pilz) = fu (p;(a)) für ij. 
Zunächst ist $S<lim L,. Da es zu je endlich vielen Indizes i,,...,i„ des gerichteten 
Systems / stets eine obere Schranke i„ gibt, so ist nach Definition von lim Z, in der 
(beliebigen) Umgebung U = (y aus lim L:y, =x,,»=1,...,n) einer Umgebungs- 
basis des Elementes x aus lim L, die durch eine einzige Bedingung gekennzeichnete 


7*+ 
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Umgebung V = (y aus lim L,: y,, = 2,,) enthalten; dabei wird lim Z, als Teilraum von 
P betrachtet. Es gibt ein Element z aus $ mit z,, = z,,, d. h. zliegt in U. Also ist S dicht 
in lim Z, und folglich gleich lim Z,, weil $ nach Voraussetzung abgeschlossen ist in P, 
d.h. auch in lim L.. 


Diese Kennzeichnung von 5 ergibt: 

(26) Die vollständige idealtopologische Algebra L(T) hat genau dann ein Einselement, 
wenn jede Algebra L, ein Einselement besitzt. Außerdem ist ein Element x aus L genau dann 
regulär oder quasiregulär in L, wenn x, es ist in L, für alleie 1. 


Beweis. Daß die Bedingungen notwendig sind, ist klar. Sei e, das Einselement 
von L,, für ie I. Wenn iS ist, so haben wir 


füte,) &ı = files) = 8 für alle i, 
d.h. es gilt 
4 = fule;), 

und das Element e aus P :nit den Komponenten e; liegt nach obigem in 5. Da 
(ex); = &2%; = 2, d.h. (ex — x); = 0 ist für alle i, gilt ee = x. — Ist x; die Quasiinverse 
von x; für alle i, so erhalten wir 

fu(&;) o4u- Ful&; o%)= 0, 
also 

x = f(x), wenn iS7 ist. 
Wie eben liegt das Element x’ mit den Komponenten x; in $ und x; ist die Quasiinverse 
von x in L. — Für den regulären Fall verläuft der Nachweis ebenso. 


Nach (21) gilt: 


(27) Das Element x einer vollständigen idealtopologischen Algebra L(T) ist genau dann 
quasiregulär, wenn — x keine Einheit modulo einem eigentlichen, abgeschlossenen, ein- 
seitigen, regulären Ideal in L ist. 


Eine Anwendung auf das Radikal ergibt mit (23): 
Satz 4. Das Radikal einer vollständigen idealtopologischen Algebra ist abgeschlossen. 


Dies läßt sich auch aus der gleichmäßigen Stetigkeit der Quasiinversion schließen 
(vgl. (15)). Außerdem kann man eine lineartopologische Algebra als Teil einer Taansfor- 
mationsalgebra beschreiben. 

Die Gesamtheit S(ZL) der stetigen Endomorphismen eines lineartopologischen 
Raumes L(T) bildet ersichtlich eine Algebra, wenn man das Produkt AB zweier Endo- 
morphismen A und B durch AB(x) = A(B(x)) erklärt. Es gilt: 


Satz 5. Versieht man S(L) mit der Topologie T, der uniformen Konvergenz in L 
(vgl. [II], $ 1), so wird S(L) eine lineartopologische Algebra mit einer Nullumgebungsbasis 
aus rechten Idealen. 

Beweis. (U;), mit i€ /, gebe eine Nullumgebungsbasis aus linearen Teilräumen von 
L an. H, bezeichne die Menge aller Abbildungen A € $S(L), welche Z abbilden in U;; 
diese Mengen sind nichtleer und rechte Ideale in S(Z); sie bilden eine Nullumgebungs- 
basis für 7,. Liegt der Endomorphismus A in allen H,, so ist A offenbar die Null- 
abbildung o. Eine Umgebungsbasis von A, # o ist in 7, gegeben durch Mengen G; aller 
Elemente A aus S(L), für welche A(x) — A,(z) stets in U; liegt, wenn x ein beliebiges 
Element aus Z ist. Das Element A — A, aus S$(L) liegt also in H,, d.h. jedes Element 
aus G, stammt aus A, + H;; umgekehrt gehört auch jedes Element A von A, + H; 
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zu G;. Die Topologie 7, ist also linear und $S(Z) (7,) ist nach (7) ein lineartopologischer 
Raum. Um die Stetigkeit des Produktes AB nachzuweisen, genügt es im Fall der Rechts- 
multiplikation bei gegebener Nullumgebung H, diese selbst zu wählen, denn es ist 
H,B< H,; andererseits gibt es zu einem stetigen Endomorphismus A eine Nullumgebung 
U, von L, so daß A(U,) in U, liegt; für die Linksmultiplikation kann man also 7, nehmen, 
AH, liegt in H,. Nach (1) genügt dieser Nachweis der Stetigkeit in o. 


Umgekehrt erhalten wir: 


Satz 6. Zu jeder lineartopologischen Algebra L(T) mit einer Nullumgebungsbasis (U,) 
aus rechten Idealen gibt es einen lineartopologischen Raum E, so daß L topologisch isomorph 
ist zu einer Subalgebra von S(E) mit der Topologie der uniformen Konvergenz in E. Hat L 
ein Einselement, so kann man E = L wählen, sonst E = L*. 


Beweis. Die Multiplikation aller Elemente y aus Z mit x von links her ist eine 
lineare Abbildung A,, welche wegen der Stetigkeit von xy zu S(L) gehört. Besitzt L ein 
Einselement e, so ist die Zuordnung zwischen x und A, eineindeutig; sie ist eine algebra- 
ische Isomorphie mit dem Produkt aus Satz 5. Wenn x in U, liegt, so ist A,€ H, und 
umgekehrt, die Isomorphie ist also topologisch. Hat Z kein Einselement, so schließen wir 
ebenso in L*+ statt L. In L*+ ist x das Element (x, 0). Die wie eben erklärte Zuordnung 
zwischen x bzw. (x, 0) und einem Element A, aus S(L*) ist wieder wegen der Existenz 
eines Einselementes eine algebraische Isomorphie. Wenn x in U, liegt, so ist 


(z, 0) (y, r) = (ay + rx, 0) 


ein Element von V;=(U,0), d.h. A, gehört zu H,. Liegt umgekehrt A, in H,, so 
bedeutet dies, daß A, (y, r)) in (U,, 0) liegt für alle Elemente (y, r) aus L*; insbesondere 
ist (z, 0) (r, 4) = (x, 0) ein Element von V,;, d.h. x gehört zu U,. Hiernach wird auch die 


Topologie bei der Isomorphie übertragen, sie ist also eine Homöomorphie. — Natürlich 
kann man den Satz auch für linke Ideale U, statt rechte formulieren, wenn man im 
Beweis die Rechtsmultiplikation verwendet und die Produktdefinition für S(L) ent- 
sprechend modifiziert. 

Wir können das folgende allgemeine Beispiel einer lineartopologischen Algebra 
anschließen. 


Satz 7. L sei eine Algebra stetiger Funktionen von einem topologischen Raum E in 
eine lineartopologische Algebra F; das Produkt sei in L durch fg(xz) = f(x) g(x) für ze E 
erklärt. Sei ferner V = (V,;), mit ie I, eine Menge von kompakten Teilmengen von E, deren 
Vereinigung gleich E ist. Versieht man L mit der Topologie T, der uniformen Konvergenz 
in den Mengen V,, so ist L(T',) eine lineartopologische Algebra. Ist F eine idealtopologische 
Algebra, so auch L(T,,). 


Beweis. (U ,), mit je J, sei eine lineare Nullumgebungsbasis von F. Man kann vor- 
aussetzen, daß V jede endliche Vereinigung von Mengen V; enthält, das ändert die Topo- 
logie T, nicht. Eine Nullumgebungsbasis von Z bezüglich 7, besteht damit in den linearen 
Mengen H,;= (f aus L; f(z)e U, für alle ze V;), mit ie / und je J. Wie in Satz 5 
ergibt sich, daß L(T,,) ein lineartopologischer Raum ist. Die Mengen H,, sind Subalgebren 
von L, denn wenn f und g zu H,;, gehören, so ist fg(x) = f(x) g(x) e U, für allexe V,, 
weil U, eine Algebra ist. Sind die Nullumgebungen U, zweiseitige Ideale in F, so werden 
die H,, zweiseitige Ideale in Z. Nun müssen wir zu einem Element f und einer Nullum- 
gebung H;; in L eine zweite Nullumgebung H;: finden, so daß fH,.ı< H;;. Zu f(x), wo x 
in V, liegt, gibt es eine offene Umgebung U, und eine Nullumgebung U (dies sei ein U,) 
mit U,Uf< U,, wegen der Stetigkeit des Ringproduktes bezüglich beider Faktoren 
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(hier f(x) und 0) in F. Die Mengen U, ergeben eine offene Überdeckung der kompakten 
Menge f(V;), wenn x in V, variiert. Sei U,» „, U,,eine endliche Überdeckung hieraus 
und die lineare Nullumgebung U, sei enthalten in U} nn U}. Dann ist /H,,< H,,, 
womit die einseitige Stetigkeit des Ringproduktes nachgewiesen ist; denn der Fall der 
Rechtsmultiplikation erledigt sich wegen der Symmetrie des Produktes fg ganz ent- 
sprechend. 


Der Beweis enthält die Aussage: 


Korollar. Sei L ein linearer Raum beliebiger Abbildungen einer Menge E in einen 
lineartopologischen Raum F; bezeichne V = (V;), müt ie I, eine Klasse von Teilräumen 
von E, deren Vereinigung gleich E ist. Versieht man L mit der Topologie T', der uniformen 
Konvergenz in den Mengen V,, so ist L,(T,) ein lineartopologischer Raum. 


$ 2. Linear kompakte Algebren und die schwache Topologie. 
Lokal linear kompakte Algebren. 


Ein lineartopologischer Raum ZL(T) heißt linear kompakt, wenn jeder „lineare 
Filter“ d.h. Filter mit einer Basis (x; + F,) aus linearen Teilmannigfaltigkeiten x; + F; 
von L, einen Berührungspunkt in Z besitzt. Ist eine lineartopologische Algebra als Raum 
linear kompakt, so heißt sie eine linear kompakte Algebra. 


Wesentliche Eigenschaften des Begriffes „kompakt‘‘ gelten sinngemäß auch für 
„linear kompakt‘. wie wir gleich sehen werden. Hingegen folgt aus „L(T) ist linear 
kompakt‘ nicht, daß jede Überdeckung von Z durch offene lineare Mannigfaltigkeiten 
eine endliche solche Überdeckung enthält; ein Gegenbeispiel findet sich leicht. 


(1) Ein abgeschlossener linearer Teilraum 5 eines linear kompakten Raumes ist linear 
kompakt. 
Dies ist unmittelbar einzusehen. 


(2) Ist A eine lineare stetige Abbildung eines linear kompakten Raumes L(T) in einen 
lineartopologischen Raum, so ist A(L) linear kompakt. Also ist die Restklassenalgebra L/S 
der linear kompakten Algebra L nach einem abgeschlossenen, zweiseitigen Ideal S linear 
kompakt. 


Weil A» einen linearen Filter # auf A(L) in einen ebensolchen auf Z überführt, 
gilt die Behauptung; denn die stetige Abbildung A führt einen Berührungspunkt von 
A» (F) in L in einen Berührungspunkt von F in A(L) über. 


(3) Wenn jede Hyperebene eines linear kompakten Raumes L(T) abgeschlossen ist 
(2. B. L(T) diskret), dann ist er endlichdimensional. 


Es gilt der Beweis von [X], II, 6. (27.7). 
“ Auch die Umkehrung ist richtig: 
(4) Jeder endlichdimensionale lineartopologische Raum ist linear kompakt. 
Zum Beweis vgl. ebenfalls [X], II, 6. (27.7). 
(5) Ein linear kompakter Raum ist vollständig (siehe [111], 1. h). 
(6) Das topologische Produkt beliebig vieler linear kompakter Räume ist linear kompakt. 
Beweis wie beim Satz von Tychonoff; vgl. [X], II, 6. (27. 2). 


Also ist &, mit (4) linear kompakt. 
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Nach [VIII], $4,9, ist eine stetige lineare Abbildung eines linear kompakten 
Raumes in einen lineartopologischen Raum ein topologischer Homomorphismus. Wenden 
wir diesen Satz auf die identische Abbildung an, so ergibt sich: 


(7) Wenn ein linear kompakter Raum L(T) bezüglich einer gröberen Topologie T' 
lineartopologisch ist, so stimmen die beiden Topologien überein. Insbesondere stimmen zwei 
vergleichbare Topologien, welche beide L zu einem linear kompakten Raum machen, überein. 


Die Topologie eines linear kompakten Raumes Z(T)) läßt sich mit Hilfe des linearen 
Raumes Z’ aller stetigen linearen Abbildungen von ZL in K beschreiben. Ein Element x 
aus L und u aus dem zu L(T) dualen Raum L’ heißen orthogonal, wenn u(x) = 0 ist. 
Die Orthogonalräume S* der endlichdimensionalen linearen Teilräume 5 von L erklären 
auf Z’ eine Topologie (Topologie der einfachen Konvergenz), welche die schwache Topologie 
T,(L) von L’ heißt; entsprechend ist 7,(Z’) auf Z erklärt. Für diese Topologie gilt: 


(8) Eine Nullumgebungsbasis von T,(L') besteht aus der Gesamtheit der T-abgeschlossenen 
linearen Teilräume endlichen Defektes von L(T). 


Der Defekt eines Teilraumes $ eines linearen Raumes Z, ist erklärt als die Dimension 
des linearen Raumes L/S. 


(9) Die schwache Topologie T,(L) ist stets gröber als die ursprüngliche Topologie T. 


(10) Die lineartopologischen Räume L(T,(L’)) und L’(T,(L)) sind wechselseitig dual 
zueinander. 


Für die Beweise siehe [VIII], $4, 4. 
(8), (9) und $1, (2) liefern: 


(11) In einem lineartopologischen Raum L(T) mit einer Nullumgebungsbasis (oder 
Nullumgebungssubbasis) aus linearen Teilräumen von endlichem Defekt ist T = T.,. 


Nun hat wegen (3) und (2) jede lineare Nullumgebung eines linear kompakten 
Raumes endlichen Defekt, d.h. wir erhalten die angekündigte Kennzeichnung: Auf 
einem linear kompakten Raum ZL(T) ist die Topologie 7 stets die schwache Topologie 
T«L). 

Ein lineartopologischer Raum ZL(T) ist lineartopologisch auch bezüglich der Topo- 
logie 7,(L’) (vgl. [VIII], $4). Wir werden sehen, daß dies für eine lineartopologische 
Algebra L(T) nicht immer richtig ist. Ist eine lineartopologische Algebra L(T) mit der 
schwachen Topologie eine lineartopologische Algebra L(7,), so sagen wir „L(T) läßt T, 
zu“; z.B. läßt eine linear kompakte Algebra 7, zu. Richten wir unser Augenmerk auf 
lineartopologische Algebren, welche 7, zulassen, so ergibt sich: 


Satz 1. Wenn die lineartopologische Algebra L(T) die Topologie T, zuläßt, so hat 
L(T,) eine Nullumgebungsbasis aus zweiseitigen Idealen mit endlichem Defekt. 


Beweis. Sei U eine schwache lineare Nullumgebung; dann gibt es Elemente 
Zune Ei daß’ L = (2) + °°* + (u) + U ist. Zu jedem Element x; existiert 
wegen der Stetigkeit des Ringproduktes eine Nullumgebung U;< U, so daß ,;U;,<U. 
Wenn die lineare Nullumgebung V in U, nn U, enthalten ist, so liegt ZV in U; 
ebenso finden wir eine lineare Nullumgebung W mit WL< U und W< U. Nun können 
wir den Beweis wie in $ 1, Satz 1, zu Ende führen. 


Korollar 1. Eine linear kompakte Algebra ohne eigentliches, offenes, zweiseitiges Ideal 
ist endlichdimensional. 
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Dann ist o eine Nullumgebungsbasis von endlichem Defekt. 

Korollar 2. Ein unendlichdimensionaler Schiefkörper über K läßt T, nicht zu. 

(12) Enthält die lineartopologische Algebra L(T) ein offenes, linear kompaktes, zwei- 
seitiges Ideal H mit Einselement e, so ist L(T) idealtopologisch. 

Beweis. Der Durchschnitt einer Nullumgebung U von ZL mit H enthält nach Satz 1 
ein in H und damit in Z offenes, zweiseitiges Ideal W von H. Dieses Ideal W von H ist 
auch ein zweiseitiges Ideal von L, da für ze L und ye W das Element xy = (ze) yin W 
liegt. 

" Satz 2. Ist L(T,) eine lineartopologische Algebra, so ist sie linear präkompakt. 

Beweis. (U;) sei eine Nullumgebungsbasis aus zweiseitigen Idealen. Wir gehen zur 
vollständigen Hülle L von L(T,) über (vgl. $ 1, (12)). Ordnet man für ein Elsment x 
aus L der Restklasse x, von x in L/U, die Restklasse x, von x in L/ U, zu, so ist diese 
Zuordnung wegen U;,= U; AL eine Isomorphie zwischen L/U, und der Subalsebra $ 
derjenigen Restklassen aus LU, welche ein Element aus Z enthalten; das sind ser alle, 
da Z dicht ist in Z und y + U, eine Umgebung von yin_L darstellt (diese S>hluöweise 
entnehme ich [XV], lemma 1). Also ist $ = L/ U, und diese Algebra ist wie /,jÜ, endlich- 
dimensional, d.h. linear kompakt. Nach $ 1, (25) ist L topologisch isomorpb einem ah- 
geschlossenen Teilraum des topologischen Produktes der Algebren L/U;; L ist also wegen 
(6) und (1) linear kompakt. 

Korollar. Die linear kompakten Algebren sind genau die bezüglich der schwachen 
Topologie vollständigen lineartopologischen Algebren. 

(13) Eine lineartopologische Algebra L(T), welche T, zuläßt, besitzt offene, maximale 
zweiseitige und einseitige Ideale mit endlichem Defekt, und der Durchschnitt aller offenen, 
zweiseiligen Ideale mit endlichem Defekt ist o. Jedes in L(T) abgeschlossene, maximale 
Ideal hat endlichen Defekt und ist T,-offen. L(T) besitzt eigentliche, offene, maximale Ideale, 
wenn L unendlichdimensional ist. 

Beweis. Die erste Aussage ist nach Satz 1 und (9) klar. Der Durchschnitt der in 
L(T) offenen, zweiseitigen Ideale mit endlichem Defekt ist gleich dem einer Nullumgebungs- 
basis von L(T,), ist also o. Ist M ein in L(T) abgeschlossenes, maxi:nales Ideal, so ist M 
nach [VIII], $4, 4 (6) auch T7,-abgeschlossen. Wegen $ 1, (6) ist M dann T7,,-offen und hat 
also endlichen Defekt. Wenn ZL unendlichdimensional ist, kann 7, nicht die diskrete 
Topologie sein; d.h. es gibt in diesem Fall eigentliche, 7,-offene, zweiseitige (und ein- 
seitige) Ideale, die man wegen ihres endlichen Defektes in maximale Ideale derselben Art 
einbetten kann. 

Hieraus folgt: 

(14) Eine lineartopologische Algebra L(T), welche T, zuläßt, und ein endlichdimen- 
sionales, maximales Ideal H enthält, ist endlichdimensional. 

Denn H ist abgeschlossen, da die induzierte uniforme Struktur diskret ist. Nach (13) 
hat H auch endlichen Defekt. 

Dem Korollar 2 von Satz 1 stellen wir zur Seite: 


Satz 3. p. läßt T, nicht zu, außer wenn d endlich ist. 


Zum Beweis benötigen wir die folgende Bemerkung: 


(15) In ga ist jedes Ideal H gekennzeichnei als Menge aller Elemente x, deren Kom- 
ponenten x, verschwinden für i' € I’, wo I’ eine gewisse Teilmenge der Komponentenindizes- 
menge I ist. 
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Beweis. e; bezeichne das Element von 9,, dessen Komponenten alle gleich 0 sind 
außer der i-ten, die gleich 1 ist. Wenn für ein Element x aus H die Komponente 2, = r +0 


ist, so liegt un x = e; in H. Ist demnach I” = (i”’) die Teilmenge von 7, für welche ein z 


in H existiert mit x, + 0, so ist H gerade die direkte Summe aller Algebren Ke,,, mit 
i’e I”, was unsere Behauptung beweist. Man sieht noch, daß genau die Ideale in 9, 
regulär sind, welche durch endlich viele Bedingungen z;, = 0,...,2; = 0 angegeben 
werden können. 


Nehmen wir nun an, 9,(7,) sei eine lineartopologische Algebra. Da 9, diskret ist, 
gibt es in 9,’ ein Element u, so daß u(e,) + 0 ist für unendlich viele i € /. Die 7,-Null- 
umgebung u! kann dann kein Ideal G mit endlichem Defekt enthalten; denn G wäre 
nach unserer obigen Überlegung gekennzeichnet durch eine Indizesmenge /’, so daß 
]— TI endlich wäre, und es könnten also im Komplement von G in 9, nur endlich viele 
e; liegen. 

Unmittelbar aus $ 1, (2), sowie (13) und (9) ergibt sich: 


(16) Die lineartopologische Algebra L(T) lasse T, zu und besitze eine Nullumgebungs- 
subbasis aus maximalen zweiseitigen Idealen; dann ist T die schwache Topologie. 


In teilweiser Umkehrung gilt: 


(17) Eine halbeinfache, linear kompakte Algebra L(T) besitzt eine Nullumgebungs- 
subbasis aus maximalen zweiseitigen Idealen. 


Beweis. Wir zeigen zunächst, daß der Durchschnitt D der offenen, maximalen 
zweiseitigen Ideale M von L(T) gleich o ist. Sei (U) eine Nullumgebungsbasis von L(T) 
aus zweiseitigen Idealen. Wenn N ein offenes, maximales rechtes Ideal ist, so enthält N 
eine Nullumgebung U ‚und da Z/U ‚, endlichdimensional ist, liegt eines der Ideale M in N. 
Ein Element x aus D ist daher auch in allen offenen, maximalen rechten Idealen gelegen; 
dies gilt dann auch für das Element rx + xy für beliebigen Skalar r und ye L. Das Ele- 
ment rz + zy aus L/U, liegt also für jedes i in allen maximalen rechten Idealen von Z/U,. 
Nach $ 1, (18) und $ 1, (17) gibt es folglich eine ganze Zahl n, so daß (rx + xy)" in U, liegt; 
d.h. die n-ten Potenzen von z3=rx + xy konvergieren gegen o. Dann ist die Folge 
za = —2 +2? — +++ + (— 1)"z" eine Cauchyfolge und konvergiert also gegen ein Ele- 
ment z’ von L. Weil z oz, = z(— 1)"z" gegen o und gegen z 0 2’ konvergiert für wachsendes 
n, gilt zo 2’ = o. Das Element x erzeugt somit ein quasireguläres, rechtes Ideal in Z und 
ist darum nach Voraussetzung gleich o. — Nehmen wir zu der Menge aller offenen, maxi- 
malen zweiseitigen Ideale M von L(T) noch alle endlichen Durchschnitte solcher Ideale 
hinzu, dann können wir mit der so erhaltenen Filterbasis nach $ 1, (7) auf Z eine Topologie 
T' konstruieren, und L(T’) ist lineartopologisch; 7’ ist gröber als 7, also ist sie wegen 
(7) gleich T. 

Da in einer linear kompakten Algebra das Radikal A nach $ 1, Satz 4, abgeschlossen 
und darum gemäß $ 1, (14) die Restklassenalgebra L/R halbeinfach ist, folgt: 

(18) In einer linear kompakten Algebra ist das Radikal gleich dem Durchschnitt der 
es enthaltenden offenen, maximalen zweiseitigen Ideale. 

Außerdem gilt: 

(19) Wenn L(T) eine linear kompakte Algebra ist, gibt es zu jeder Nullumgebung U 
von L(T) eine ganze Zahl n, so daß R* in U enthalten ist. In einer kommutativen, linear 


kompakten Algebra ist R die Gesamtheit der Elemente x aus L, deren n-ten Potenzen gegen o 
konvergieren. 
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Beweis. Das Bild R von Rin L/U ist im Radikal dieser endlichdimensionalen Algebra 
enthalten; wir konnten’ dabei annehmen, daß U ein zweiseitiges Ideal ist; die Behauptung 
folgt dann aus $ 1, (17). Insbesondere konvergieren die n-ten Potenzen jedes Elementes x 
aus R gegen o. Konvergieren andererseits in einer kommutativen linear kompakten 
Algebra die Elemente z* und y" gegen o, so auch rx*, (xz)" und (x + 4)". Nach dem Beweis 
von (17) ergibt sich die zweite Aussage. 

Die Ausführungen von $1, (25) besagen, daß eine linear kompakte Algebra topo- 
logisch isomorph ist zu einer Subalgebra des topologischen Produktes endlichdimensio- 
naler Algebren. Im halbeinfachen Fall können wir dieses Ergebnis verfeinern. 

Zunächst erhalten wir: 

Satz 4. Eine lineartopologische Algebra L(T,) besitze ein» Nullumgebungssubbasis (U;), 
mit ie I, aus maximalen zweiseitigen Idealen U;; dann ist L(T,) topologisch isomorph einer 
dichten Subalgebra S eines topologischen Produktes endlichdimensionaler, einfacher Algebren. 

Beweis. Wir denken uns die Indizesmenge / wohlgeordnet und wählen folgender- 
maßen eine Teilmenge (V,), mit je /< /, unter den U; aus: V, sei gleich U,; wenn V, für 
alle j< k bereits ausgewählt ist, so nehmen wir als V, das erste U,, welches alle endlichen 

_Durchschnitte irgendwelcher Mengen V, mit / <k nicht enthält. Die Mengen V, bilden 
dann auch eine Nullumgebungssubbasis von L(T,). Nach $ 1, (25) ist ZL(7,) topologisch 
isomorph einer Subalgebra 5 des topologischen Produktes P der endlichdimensionalen 
(diskreten) einfachen Algebren Z, = L/V,. Seien nun fürl=1,...,n Elemente T,, aus 
L , gegeben, jı, ja, - . . wachsend. Um nachzuweisen, daß $ dicht ist in P, müssen wir ein 


Element y in $ auffinden mit Komponenten 
Js fürj=ji; !=1,...n, 
Pily) = alas sonst; 
P ; bedeute dabei in P die Projektion auf die j-te Komponente. Für alle Indizes! <n — I 
seien bereits Elemente 2’ aus $ gefunden, für welche 
ofürm<I; maus i,..,n—1 
Pi,(2') = u 
Im 2, — 2 pP; (2) für m=1 
l=ı 
gilt. Nach unserer Konstruktion der V, gibt es ein Element z’* in 5, so daß 
ofürm<n 


Pi, touch, fürrm=n 


ist. Z,, ist als endlichdimensionale Algebra ohne eigentliches, zweiseitiges Ideal eine volle 
Matrizenalgebra über einem Schiefkörper X* über K oder es gilt L;, = 0. Im ersten Fall 
hat L,, ein Einselement, weshalb (Z, uZ, ) ein nichtverschwindendes, zweiseitiges Ideal 
in Z, und damit gleich Z,, ist. Hieraus folgt p,, ((Lz’*L)) = L, ; alle Elemente von 
(Lz’*L) haben Nullkomponenten an den Stellen j,, ... ., jn-ı. Es existiert also ein Element 
z* in S mit 

o fürm<ın 


n\ — n-1 

Pin (2*) I, — 5 p,, (2?) fürm=n. 
i=1 

Im zweiten Fall ist /, eindimensional, weil jeder lineare Teilraum ein zweiseitiges Ideal 

ist. Hier kann für 2" ein skalares Vielfaches von z’* genommen werden. Bilden wir jetzt 

2! +" +2", so ist dies das gesuchte Element y aus S; die Subalgebra $ ist also dicht 

in P. 
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Wir schließen folgende Bemerkung an: Nehmen wir an, es sei L} + o für alle je J 
(z. B. L? + ofür alle i € /). Wenn M ein maximales zweiseitiges Ideal in ? ist, so ist p;(M) 
stets ein zweiseitiges Ideal in Z,, d. h. p,(M) ist gleich Z, oder gleich 0. Falls p, (M) = L,, 
ist für ein festes j, so enthält M das Element e, aus P mit den Komponenten 

P,, (e,,) = Einselement von ZL, und p;le;) = 0 sonst; 
denn ist p;(x) = p,(e,) für z€ M, so gehört e,=e,x zu M. Es ist dann Pe, < M; 
d.h. in M liegen alle Elemente y mit Komponenten 
o für j+#jo 
Pily) = he beliebiges Element von Z,, für j = j,. 

Ist p,(M) = L, für alle je J, so kann ich also zu endlich vielen beliebig vorgegebenen 
Indizes j1, - - -, }n und Elementen z', .. ., z’r aus Lj,...„Z;, ein Element z in M finden, 
für welches p,,(z) = z’,m = 1,...,n gilt, d.h. M ist dicht in P. Insbesondere gibt es 
zu jedem abgeschlossenen, maximalen, zweiseitigen Ideal N einen Index j’e J mit 
p,(N) = 0,d.h. N ist gleich dem maximalen zweiseitigen Ideal aller Elemente x aus P, 
für welche p,,(x) = 0 ist. Die lineartopologische Algebra P ist nun als topologisches Pro- 
dukt vollständiger Algebren vollständig und also ist ? die vollständige Hülle von $. Die 
abgeschlossene Hülle U, von U, in der vollständigen Hülle Z von L ist ein abgeschlossenes, 
zweiseitiges Ideal in Z ($ 1, (12)). Nach dem Beweis von Satz 2 ist Z/U,; isomorph L/U,, 
d.h. U, ist ein abgeschlossenes, maximales zweiseitiges Ideal in Z oder zufolge der Iso- 
morphie zwischen Z und P auch in P; also gilt p,(U,;) = 0 für ein j€ J. Aus p,(U,) = 0 
folgt aber U,<V „d.h. U,= V,. Es gilt demnach: 

(20) Ergibt sich L} + o für alle je J, so war die im Beweis verwendete Auswahl leer, 
es kommen unter den Idealen V , wieder alle U, vor. 

Aus dem erhaltenen Satz folgern wir: 

Satz 5. Eine halbeinfache, linear kompakte Algebra L(T) ist topologisch isomorph 
einem topologischen Produkt von vollen Matrizenalgebren endlichen Ranges über Schief- 
körpern und besitzt also ein Einselement. Ist L kommutativ, so sind an Stelle der Matrizen- 
algebren Erweitungskörper von K zu setzen. 

Beweis. Nach (17) ist die Voraussetzung von Satz 4 erfüllt. Hier ist $S abgeschlossen, 
d.h. $= P. Für L; = o wäre das Ideal 


(z aus P: p;(x) -| 


ein quasireguläres, rechtes Ideal in P, also können keine Nullalgebren als Faktoren auf- 
treten. Deshalb gilt jetzt auch (20). Wenn Z kommutativ ist, sind die Matrizen vom 
Rang 1. 

Korollar 1. Sei L(T) eine vollständige, halbeinfäche, kommutative, lineartopologische 
Algebra mit einer Nullumgebungssubbasis aus maximalen Idealen; dann ist L(T)) topologisch 
isomorph einem topologischen Produkt aus diskreten Körpern und hat ein Einselement. 

Denn ist U, ein Element der Nullumgebungssubbasis, so ist Z/U, nach [IV], theorem 
22. 10. 1, ein Erweiterungskörper von K oder eine Nullalgebra und also ist die Schlußweise 
von Satz 4 anwendbar. Wie in Satz 5 folgt, daß Nullalgebren als Faktoren nicht in Frage 
kömmen. 

Korollar 2. Eine kommutative, halbeinfache, linear kompakte Algebra L(T) über 
algebraisch abgeschlossenem Körper K ist topologisch isomorph einer Algebra o».. 

In der Darstellung von L(T) als Produkt nach Satz 5 wird dann jeder Faktor 
gleich K. 


ofürj=#+J' 
beliebig in Z,, für / = ‚) 


8*+ 
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Korollar 3. Das Radikal R einer linear kompakten Algebra ist regulär. 

R ist nämlich abgeschlossen ($ 1, Satz 4) und die halbeinfache, linear kompakte 
Algebra L/R enthält nach Satz 5 ein Einselement. 

Korollar 4. Das Spektrum eines Elementes einer kommutativen, linear kompakten 
Algebra L(T) über algebraisch abgeschlossenem Körper K ist nicht leer.. 

Beweis. Enthält Z ein Einselement e, so hat die Gleichung —e +2 — ex = 0 keine 
Lösung in Z, d.h. — e ist nicht quasiregulär und Z ist keine Radikalalgebra. Die halb- 
einfache Algebra L/R ist wegen Korollar 2 eine Algebra &.. Wenn ein Element x aus L 
ein leeres Spektrum hätte, so auch sein Bild & in Z/R, weil Quasiregularität bei homomor- 
pher Abbildung erhalten bleibt. Dies widerspricht aber $ 1, (24). Existiert kein Einselement, 
so liegt 0 im Spektrum jedes Elementes. 

Wir ziehen einige Folgerungen aus Satz 5. 

(21) Jedes abgeschlossene, zweiseitige Ideal G einer halbeinfachen, linear kompakten 
Algebra L(T) besitzt ein T-komplementäres Ideal H, d. h. es ist L(T) die topologische direkte 
Summe aus G und H. Dos Ideal G ist regulär und besitzt ein Einselement (ebenso H). 

Beweis. Wir identifizieren Z(7) mit der Algebra P aus Satz5. Wenn p;(G) # o, 
d.h. = L, ist für die Teilindizesmenge /’< /, so ist G nach der Ableitung von (20) dicht 
in dem zweiseitigen Ideal aller Elemente y aus Z mit p,.(y) = ofür alle! ’e!"=I—T, 
d.h. G ist gleich diesem Ideal. Topologisch komplementär in Z ist hierzu das Ideal 4, 
welches aus allen Elementen z von Z mit p,(z) = 0 für alle i’ € /’ besteht. H ist offenbar 
abgeschlossen in P, also ist H wie G linear kompakt; nach $ 1, (20) sind G und H halb- 
einfach und sie besitzen Einselemente wegen Satz 5. 

(22) Die lineartopologische Algebra L(T) lasse T, zu und enthalte zwei algebraisch 
komplementäre, linear kompakte, zweiseitige Ideale H, und H,. Wenn eine der folgenden 
Bedingungen erfüllt ist: 

a) L ist halbeinfach, 

b) A, ist halbeinfach, 

c) L besitzt ein Einselement e, 

d) H, besitzt ein Einselement e,,, 
so sind H, und H, auch T-komplementär und L(T) ist also linear kompakt. 

Beweis. Es folgt b) aus a) nach $ 1, (20); Bedingung b) ergibt d) nach Satz 5. Sei 
e=e + e, mit ee H, und ,€ H,; dann ist e, Einselement in H,, weil HH +H,=L 
und H,nH,= o zur Folge hat H,H, = o (die Menge H,H, liegt in H, und H,); also 
ergibt c) die Bedingung d). Auf H, induzieren nun 7 und T, wegen (9) und (7) dieselbe 
Topologie. Sei U eine beliebige Nullumgebung bezüglich 7, in Z, die wir als zweiseitiges 
Ideal ansetzen können. Bezeichne p die Projektion von Z auf H,; dann ist p stetig, denn 
wenn x ein beliebiges Element aus U ist, = x, + z,, so enthält U auch das Element 
ey,% = %,, d.h. es gilt p(U)< Un H,. Der Nachweis vollendet sich mit [VIIT], $ 4, 7. (6). 

(23) Die kommutative, lineartopologische Algebra L(T) enthalte die algebraisch kom- 
plementären Ideale G und H; das Ideal G sei linear kompakt und nicht im Radikal von L ent- 
halten. Dann gibt es eine T-komplementäre Zerlegung L= G* + H*, wo G*< G linear kom- 
pakt ist; außerdem ist G/R(G) isomorph G*/R(G*), wenn R(G) das Radikal von G bedeutet. 

Beweis. R(G) ist nicht gleich G (nach $1, (20)) und regulär in G. Wir zeigen, daß 
es ein idempotentes Einselement modulo R = R(G) in G gibt. Sei c, ein beliebiges solches 
Einselement, d. h. (c3 — c,) € R. Wir übernehmen aus [VI], lemma 12, den Ansatz 


2 
n—1ı 


eld., Hader 
und die Folgerung 


4—=4ld Ce, 3 — n-ı) 


n-i 
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welche (ec? — c,) € (R®) ergibt. Nach (19) gibt es zu jeder Nullumgebung U von G eine 
ganze Zahl k mit R* < U. Hiermit zeigt sich, daß die Folge c, eine Cauchyfolge in € ist: 
Schreiben wir R, für das allgemeine Element aus dem Ideal (R®") in G. Dann ist 


am 2 iu 38 
= %-ı — 26,1% -ı — tl) — Gi ur R,-ı 


zn. (ci _3 Ru R,„_.)” + R,„-ı oR Gi un R,„-2 


ur Eu + Run: 


9N—m 


Für m<nist aoc,— = +R„— c,„. Nun gilt 
- „= a 4) rin a ( — cn) ı hr, (cn ii Cm) _ R„; 


d.h. a — cm = R„. Für alle n, m > k gilt demnach (c„ — c„) € U, und c, ist eine Cauchy- 
folge in G. Wenn sie gegen das Element c von G konvergiert, so konvergiert c} — c, gegen o 
und gegen c? — c, d. h. c ist idempotent. Nach der Konstruktion von c, liegt dieses Element 
stets in der Restklasse c, + R, also gehört auch c zu der mit R abgeschlossenen Menge 
co + R, d.h. cist ein Einselement modulo R. — Mit Hilfe von c zerlegen wir G in 
G = cG +(G — cG), wo (G — cG) alle Elemente x — cx mit x € G bedeutet; cG ist nach 
(2) linear kompakt und hat das Einselement c. Die Algebra Z zerfällt, 
L=cG +(G—cG)+H 
= 6* + H* 

Das Ideal G* von G ist auch ein Ideal in Z, weil c € @* idempotent ist und xc in G, 
d.h. zce = xe in G* liegt für x € L. Die Menge H* ist ein Ideal in Z, da G und H Ideale 
sind. Sei nun p die Projektion von Z auf G*; wegen p(x) = cz für alle x € L ist p stetig 
und daher die Zerlegung 7-komplementär ([VIIT], $4, 7. (6)). Schließlich ist 
(G — cG)< R(G) und deshalb G/R(G) isomorph G*/R(G) n G* = G*/R(G*) (mit $1, 
(20). 

Ein lineartopologischer Raum heißt lokal linear kompakt, wenn er eine linear kom- 
pakte Nullumgebung U besitzt. Ist eine lineartopologische Algebra als Raum lokal linear 
kompakt, so heiße sie eine lokal linear kompakte Algebra; hier gibt es eine offene, linear 
kompakte Subalgebra U. 





Satz 6. Eine halbeinfache, lokal linear kompakte Algebra L(T) ıst genau dann ideal- 
topologisch, wenn es in L(T) ein linear kompaktes, zweiseitiges, offenes Ideal G gibt. Dann 
ist L die topologische direkte Summe aus G und einem diskreten, halbeinfachen, zweiseitigen 
Ideal H,alsoL=G+H. 


Beweis. Sei ein solches Ideal G vorhanden. Nach $ 1, (20) ist G halbeinfach und hat 
wegen Satz 5 ein Einselement e, d.h. es gilt (12). Setzen wir umgekehrt eine Nullumge- 
bungsbasis aus zweiseitigen Idealen voraus, so gibt es in Z ein offenes, zweiseitiges Ideal G, 
welches in U enthalten ist. G ist abgeschlossen in U, also linear kompakt. — Ferner ist L 
die direkte Summe voneL= GundH = (L — el); da ex = exe = ze gilt für jedes x € L, 
ist H ebenfalls ein zweiseitiges Ideal und die direkte Summe gilt auch im Sinn des Ring- 
produktes. Sie ist 7-topologisch, weil der Summand G offen ist. H ist isomorph L/G, also 
ist H diskret. 


Mit Satz5 erhalten wir: 


Satz 7. Sei L(T) eine idealtopologische, halbeinfache, lokal linear kompakte Algebra, 
und jedes Element x aus L sei in einem linear kompakten, zweiseitigen Ideal G, enthalten. 
Dann ist L die topologische direkte Summe der Ideale G und H aus Satz 6 und G ist topo- 
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logisch isomorph einem topologischen Produkt von vollen Matrizenalgebren endlichen Ranges 
über Schiefkörpern, während H topologisch isomorph ist einer topologischen direkten Summe 
aus ebensolchen Matrizenalgebren. 


Beweis. Für ein Element x aus H ist H,= G,nH ein linear kompaktes, halbein- 
faches, zweiseitiges Ideal in 7, d.h. H, ist endlichdimensional (vgl. (3)) und besitzt ein 
Einselement. Jedes Element x aus H ist also in einem endlichdimensionalen, zweiseitigen 
Ideal mit Einselement von H enthalten. M bedeute eine Menge von endlichdimensionalen, 
zweiseitigen Idealen mit Einselement aus H, von denen je zwei den Durchschnitt o haben 
und A sei die Gesamtheit solcher Mengen M aus H. In A führen wir eine Halbordnung 
bezüglich < ein; dann ist die Vereinigungsmenge einer geordneten Teilmenge aus A in A 
enthalten. Nach Zorn gibt es in A ein maximales Element M. Die lineare Hülle (M) ist ein 
zweiseitiges Ideal in 7, von dem wir (M) = H behaupten. Für x aus dem Komplement 
von (M) in H ist H, rn (M) ein halbeinfaches, endlichdimensionales, zweiseitiges Ideal in 
H,, also gibt es wegen (21) ein komplementäres Ideal N dazu in H,, und N ist auch ein 
endlichdimensionales, zweiseitiges Ideal in 7, weil N ein Einselement enthält. Wegen 
Nr(M)=NnH,r(M) = 0 gehört N v M zu A, so daß für x + o (und damit N + o) 
die Menge M nicht maximal wäre. — Jedes der endlichdimensionalen, zweiseitigen Ideale 
mit Einselement aus M zerfällt (da es wegen $1, (20) halbeinfach ist) nach Satz 5 in eine 
Summe von endlich vielen vollen Matrizenalgebren endlichen Ranges über Schiefkörpern; 
dies beweist die über Satz 6 hinausgehende Behauptung unseres Satzes. 

Ein lokal linear kompakter Raum L(T) läßt sich stets auffassen als topologische 
direkte Summe aus einem linear kompakten und einem diskreten linearen Raum, 
L= U -+YV, wo V ein algebraischer Komplementärraum von U ist; deshalb ist dieser 
Raum vollständig. Nach $1, Satz 4, ist also das Radikal einer lokal linear kompakten 
Algebra L(T) abgeschlossen, wenn ZL(T) idealtopologisch ist. Es gilt aber sogar: 


Satz 8. Das Radikal einer lokal linear kompakten Algebra L(T) ist stets abgeschlossen. 


Beweis. Die abgeschlossene Hülle R des Radikals R von L ist ein abgeschlossenes, 


zweiseitiges Ideal in L. Darum ist R eine lokal linear kompakte Algebra und enthält also 
eine (in R) offene, linear kompakte Subalgebra 7 mit Radikal $. 


Ist R#+R,d.h. R keine Radikalalgebra, so wollen wir zunächst nachweisen, daß 
esin Rein abgeschlossenes, reguläres, maximales einseitiges Ideal M gibt. Im Fall H = $ 
läßt sich dies fast wörtlich wie in [IV] auch bei unserer Definition von „quasiregulär‘‘ 
schließen: Wegen theorem 22. 14. 2 gibt es in R ein einseitiges, reguläres, maximales Ideal 
M, das nach theorem 22. 10. 4 abgeschlossen ist. — Sei nun H + $. Zunächst ist $ abge- 
schlossen in H, sowie H/S halbeinfach und linear kompakt, also ist H/S ein topologisches 
Produkt von vollen Matrizenalgebren endlichen Ranges über Schiefkörpern. Das Element u 
aus H/S habe alle Komponenten o außer etwa der k-ten, welche gleich dem Einselement 1 
der entsprechenden Matrizenalgebra sei. Dann führt die Linksmultiplikation mit ü in 
H/S das offene, zweiseitige Ideal V aller Elemente aus H/S, deren k-te Komponente o ist, 
in o über. Wie im Beweis von (23) gibt es ein idempotentes Urbild u von ü in H und es ist 
up "”’(V)u = uWu< S$S, wo p den Homomorphismus von H auf H/S kennzeichnet; W 
ist eine Nullumgebung in H, d.h. in R. Das Element — u ist nicht rechts quasiregulär in 
R; denn multipliziert man — u +y— uy= o mit u von links her, so erhält fnan den 
Widerspruch — u = o. Deshalb enthält das reguläre, rechte Ideal (x — ur), wo x über R 


läuft, u nicht; d. h. es ist eigentlich in R und kann wie in [IV], theorem 22. 14. 3, einge- 
bettet werden in ein reguläres, maximales rechtes Ideal M mit linker Einheit u modulo M. 
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Ist M dicht in A, so enthält die Umgebung u + W von u ein Element aus M, also gibt es 
in M ein Element u + x mit ze W. Zu uzu gibt es nach Definition von W eine rechte 


Quasiinverse y in R (mit yeS). Für z= (u + z) (u + uy) gilt dann 

uz = u(u + uy +zu + zuy) = u + u(y + uxu + uxuy) = u 
und z liegt (mit u + x) ebenso wie z— uz in M; daraus folgt uz=ue M und M = R 
(als Vorlage für diese Schlußweise diente mir der Beweis von [VII], theorem 11). Der erhal- 


tene Widerspruch zeigt, daß M abgeschlossen ist in R. Das Radikal R von R (vgl. $1, 
(20)) ist enthalten in M, denn sonst umfaßt das rechte Ideal M + R das maximale rechte 


Ideal M, d.h. M + R ist gleich Rund es gibt also in R ein zu u modulo M kongruentes 
Element a; das Element a ist dann ebenfalls ein linkes Einselement modulo M in A. Ist b 


die Quasiinverse von (— a) € R, so gilt b— ab = a, woraus ae Mund M = R folgt. 


Es hat sich also ergeben, daß die in R dichte Menge R zugleich in dem in R abge- 
schlossenen, eigentlichen Ideal M enthalten ist; der Widerspruch erweist die Unrichtig- 


keit unserer Annahme R + R. 


$ 3. Homomorphe Abbildungen auf den Grundkörper K. 


Die Gesamtheit der T7-stetigen (algebraisch) homomorphen Abbildungen einer 
lineartopologischen Algebra L(T) in K wollen wir mit M(L) bezeichnen; M(L) ist also 
ein Teilraum von ZL’, dem zu Z dualen Raum. M -(L) sei M(L) ohne die Nullabbildung ©. 
Natürlich kann man nur in speziellen lineartopologischen Algebren ein nicht leeres M - (L) 
erwarten. Die Existenz einer nichttrivialen, homomorphen Abbildung einer lineartopo- 
logischen Algebra L(T) in den Grundkörper K ist gleichbedeutend mit dem Vorhanden- 
sein eines abgeschlossenen, zweiseitigen Ideals H, dessen Restklassenalgebra isomorph K 
ist. Wir wollen die Struktur der hier zu betrachtenden lineartopologischen Algebren L(T) 
gleich noch etwas mehr einengen und fordern, daß es zu zwei verschiedenen Elementen 
x und y aus L ein soiches Ideal 4 mit Z/H = K gibt, daß x und y verschiedenen Rest- 
klassen modulo H angehören. Auf M(L) übertragen bedeutet dies: Es gibt ein fe M(L) 
mit f(x) + f(y) (es ist H = f"(0)), oder M(L) trennt. Als Beispiele lineartopologischer 
Algebren mit trennendem M(L) nennen wir 9,, a und die Algebren abzählbarer Stufe. 
Hier sind die Projektionen p; Elemente von M(L); für 9, und ®, auch nur diese: 

(1) Die einzigen homomorphen Abbildungen von ya auf K sind die Projektionen p.. 

Beweis. Ist f eine homomorphe Abbildung von 9, auf K, so ist f"" (0) ein maximales 
Ideal H in g. und also nach $2, (15) gegeben durch eine Bedingung r, = 0. Dann ist 
/=Pr 

(2) In wa sind die abgeschlossenen, maximalen Ideale gekennzeichnet durch eine Be- 
dingung x; = 0; also gibt es auch von wa außer den Projektionen p; keine stetigen, homo- 
morphen Abbildungen auf K. 

Der Beweis verläuft wörtlich wie die erste Hälfte des Beweises von $2, (20); die 
dort Z, genannten Algebren sind hier alle gleich X und statt P ist , zu setzen. 

Aus dem Beweis fölgt, daß ein Ideal 7 aus ®, dicht ist in &,, wenn p;(H) + 0 ist 
für alle i aus der Komponentenindizesmenge 7. Wie es schon im Beweis von $ 2, (21) ge- 
schehen ist, können wir uns auf eine Teilindizesmenge /’ von / beschränken: Sei G ein 
beliebiges Ideal aus , und genau für die Indizes i’ € /’ gebe es ein Element x in G mit 
nichtverschwindender i'-ter Komponente. Dann enthält G die „Einheitsvektoren‘ e, 
(vgl. Beweis von $ 2, (20)) und ist deshalb dicht in dem Ideal G aller Elemente von @4, 


deren Komponenten 0 sind für die Indizes aus / — I’. Das Ideal G ist offenbar abgeschlos- 





64 Ballier, Über lineartopologische Algebren. 


sen in wg. Also gilt: Genau die Ideale aus w, sind abgeschlossen, welche durch Bedin- 
gungen z,. = 0 für alle i'’ aus J’’ gekennzeichnet werden können. Da ein endlichdimen- 
sionales Ideal einer lineartopologischen Algebra abgeschlossen ist ($ 1, (5)), sind in 9, 
und ; die endlichdimensionalen Ideale so gekennzeichnet: Es gibt Indizes i,,. . -, in, SO 
daß das Ideal gerade aus allen Elementen x von Z mit Komponenten 
ri te 
‘ |beliebig sonst 

besteht. Durch zusätzliche Voraussetzungen kann man erreichen, daß (2) für alle homo- 
morphen Abbildungen von w, auf K gilt: 

(3) Hat K wenigstens die Mächtigkeit d, so gibt es außer den Projektionen p; keine 
homomorphen Abbildungen von wa auf K. 

Zum Beweis benötigen wir folgende Aussage: 

(4) Das Bild eines Elementes x aus der Algebra L bei einer nichttrivialen, homomorphen 
Abbildung f auf K gehört stets zum Spektrum von «. 

Beweis. Wenn f(x) = 0 ist, kann x nicht regulär sein; denn aus zx-! = e folgt 
fte) = 1 = f(x) f(x"), weil jede homomorphe Abbildung das Einselement e in 1 über- 


führt. Ist f(x) =r #0, so ist —.: nicht rechts quasiregulär, wie man durch Anwendung 


von f auf die Gleichung y — 1: — > xy = 0 sieht. 


Nun zum Beweis von (3): Sei / eine beliebige homomorphe Abbildung von », auf K. 
Dann gehört f(x) für jedes feste Element x zum Spektrum von x, d. h. wegen $ 1, (24) ist 
f(x) = pı(x) für einen passenden Index i € /. Da e, idempotent ist, haben wir f(e,;) = 1 
oder f(e;) = 0. Im ersten Fall folgt 


f(x) = f(xe;) = f(pi(2) ei) = pi(%) 


für alle x € .. Wenn jedoch f für alle e, verschwindet und y ein Element aus o, ist mit 
paarweise verschiedenen Komponenten, und es ist f(y) = y;, so gilt 


Iy + )=IW +fle) = Yı- 
y; kommt aber unter den Komponenten von y + e; nicht mehr vor; dies ist nach dem 
oben Gesagten unmöglich. 
Untersuchen wir nun lineartopologische Algebren Z(7T) mit trennendem M(L)! 
Wenn wir dabei auf M(L) eine Topologie verwenden, so handelt es sich stets um die 
durch die schwache Topologie 7,(L) von Z’ in M(L) induzierte Topologie. 


Satz 1. Hat die lineartopologische Algebra L(T) ein trennendes M(L), so ist L alge- 
braisch isomorph einer Subalgebra L* von w., wo d die Mächtigkeit von M-(L) bedeutet; 
die Algebra L ist also kommutativ und sie ist halbeinfach. M(L) ist abgeschlossen in L’ (T,(L)) 
und die abgeschlossene, lineare Hülle von M(L) in L’ ist gleich L’. Besitzt L ein Einselement, 
so ist die Nullabbildung in M(L) isoliert. 

Beweis. Wenn /,, mit i€ /, die Menge M-(L) durchläuft, so bildet die Zuordnung 

x — (fi(x)) die Algebra L isomorph ab auf die Subalgebra L* von ws; die Elemente f; 
aus M-(L) sind dabei die Projektionen p; von L*. Die Algebra L* ist halbeinfach, weil 
es zu jedem Element y + o aus L* nach Voraussetzung eine Projektion p; mit p.(y) =r #0 


gibt; r liegt dann im Spektrum von y und es ist also erg y nicht quasiregulär. — Für feste 


Elemente x und y aus Z ist die Abbildung 
> Tau) — a) fi), für el’, 
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nach Definition der schwachen Topologie eine stetige Abbildung von ZL’(T,) in K. Des- 
halb ist 
M(L)= n (faus L': f(ay) — Ma) I(y) = 0) 


z,uvaus L 

als Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen, nämlich der Nullräume stetiger Ab- 
bildungen, ebenfalls abgeschlossen. — Nun wollen wir zeigen, daß die abgeschlossene 
lineare Hülle von M(L) gleich L/ ist; sie ist gleich der abgeschlossenen Hülle (M(L)) der 
linearen Hülle (M(L)) von M(L) in L’, weil (M(L)) nach $ 1, (8) linear ist. Wir müssen 
also in jeder Umgebung U eines Elementes u von L’(T,(L)) eine Linearkombination 
von Elementen aus M(L) angeben. Wir können uns U durch n linear unabhängige 
Elemente x!,...,x" aus ZL als Gesamtheit der Elemente f aus L’ erklärt denken, für 
welche f(x’) = u(a’) ist, v—=1,...,n. Man überlegt sich leicht, daß es zu n linear unab- 
hängigen Elementen z',...,x” aus L* stets Projektionen p,, v=1,...,n in L* gibt, 
so daß die Vektoren 

Pi, (2*) p;,(2*) 


Pi, (<*) Pi,@*), 


linear unabhängig sind. Den Vektor 


u(x") 
können wir somit als Linearkombination mit Koeffizienten r,, ... ., „ aus den angegebenen 
Vektoren darstellen; d.h. das Element $£r,p;, liegt in U. — Schließlich ist die Null- 
v1 


abbildung © das einzige Element von M (L), das in der in L’ (7,(L)) offenen Menge e! liegt. 

Die Elemente x aus L sind stetige Abbildungen von M(L) in K und diese ver- 
schwinden natürlich für die Nullabbildung ©. Es liegt nahe, die Algebra C,(M(L)) der 
für © verschwindenden stetigen Abbildungen von M(L) in K zu betrachten (Summe und 
Produkt seien in C, punktweise erklärt). 


Satz 2. Jede lineartopologische Algebra mit trennendem M(L) läßt sich isomorph 
abbilden auf eine trennende Subalgebra C, von C,(M(L)). Die Isomorphie wird stetig, wenn 
man in C, die Topologie der einfachen Konvergenz (dann genügt T,(L') auf L) oder die der 
uniformen Konvergenz in den äquistetigen Teilmengen (vgl. [II], $ 3, definition 1) von 
M(L) wählt. Die Isomorphie ist topologisch für die diskrete Topologie in L und die Topo- 
logie der uniformen Konvergenz auf M(L) in C,(M(L)). 

Nach $ 1, Satz 7, Korollar, ist C,(M(L)) bezüglich der angegebenen Topologien 
jeweils ein lineartopologischer Raum. 

Beweis. Die Zuordnung h: x— h,, wo h,(f) = f(x) ist für alle /e M(L), gibt uns 
eine homomorphe Abbildung von ZL auf C,, und C, trennt. Weil M(L) trennt, folgt 
aus h, = 0, d.h. f(x) = 0 für alle fe M(L), daß x das Nullelement von Z ist; d. h. diese 
Zuordnung ist eine Isomorphie. Eine Nullumgebung U einer Nullumgebungsbasis bezüg- 
lich der Topologie der einfachen Konvergenz besteht aus allen Elementen g von C,, 
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welche endlich viele Elemente f,,..., fs aus M(L) in 0 abbilden. Die schwache Null- 
umgebung (f}, - - -, /)*-in Z wird von h in einen Teil von U übergeführt. Äquistetig in o 
sind in L’ gerade die Orthogonalräume V+ von Nullumgebungen V aus L und die Teil- 
mengen solcher Mengen V!; in M(L) sind also die Mengen V! n M(L) äquistetig, und 
eine Nullumgebungsbasis von C, bezüglich der Topologie der uniformen Konvergenz in 
diesen Durchschnitten ist gegeben in den Mengen 


Wı=lyinC,: y()= 0 für alle f aus VInM(L)). 
Es liegt h(V) in W,ı, d.h. h ist stetig. Endlich ist die Topologie der uniformen Kon- 


vergenz auf M(L) in C,(M(L)) offenbar die diskrete Topologie. 
Eine lineartopologische Algebra L(T) heißt voll, wenn C, = C,(M(L)) ist. 


(5) Die Algebren ya und wa sind voll. 

Denn wenn g ein Element aus C,(M(9,)) ist, so gibt es eine Umgebung U von © 
in M(9.), welche durch g in 0 abgebildet wird. Jede Nullumgebung in M(9,) enthält 
nun nach Konstruktion der schwachen Topologie und wegen (1) alle Elemente von M(9.) 
bis auf endlich viele; etwa die Projektionen p; ,.. -, 2;, seien nicht in U gelegen. Dann 
leistet das Element x aus p, mit den Komponenten x, = g(p,,) für k=1,...,n, und 
x; = 0 sonst, dieselbe Abbildung wie g. — Im Fall von w, induziert 7,(L) in M (w,) die 
diskrete Topologie; denn p; + © ist isoliert, da das Element e; in w, liegt und die Um- 
gebung 


U(p.) = (f aus M(w,): f(e) = pi(e,) = 1) 


von p; in M(w,) wegen (2) nur p; selbst enthält; und © ist nach Satz 1 ein isoliertes 


Element, weil ®, ein Einselement besitzt. 
Allgemeiner gilt: 


(6) Die lineartopologische Algebra L(T) sei vollständig und habe eine Nullumgebungs- 
basis (U,), mit ie I, aus zweiseitigen Idealen; wenn jede Algebra L;, = L/U, voll ist, so ist 
auch L voll (L ist dann kommutativ). 

Beweis. Sei ze C,(M(L)) und z(i) bedeute die Restriktion von z auf M(L)nUÜ*. 
Man kann M(L) r U+ und M(L,) topologisch isomorph aufeinander abbilden: Wenn 
fin M(L) r U# liegt, so ist f eine homomorphe Abbildung f; der diskreten Algebra L,; 
auf K mit f;(pi(x)) = Filz) = f(x), wo p; die Abbildung von Z auf Z,; ist; und die Zu- 
ordnung f; <> f ist eine eineindeutige, bezüglich 7,(L,) und 7,(L) topologisch isomorphe 
Abbildung von M(L) n Ut auf M(L,), da für ge M(L,) die Abbildung gp; zu M(L)n Ul 
gehört. Bei dieser Isomorphie sei z(i) das Element z(i) zugeordnet; x(i) liegt nach Vor- 
aussetzung in L,. Für U,< U, ist UL n M(L)<UtnM(L) und es ist z(i) = x(j) (1); 
verwenden wir die Bezeichnungsweise aus $ 1, Satz 3, so ist also z(i) = fi, (z(j)) füri <j, 
denn ein Element aus einem ZL; ist bestimmt durch die Abbildung, die es auf M(L,) 
erzeugt. Nach jenem Satz gibt es in Z ein Element x mit 2, = xz(i) für alle ie I, d.h. 
es ist f(x) = f;(x,) = fi) (f,) = z(f) für fe UF M(L). Jedes Element f von M(L) 
liegt in einer Menge Ut n M(L), so daß x und z in f übereinstimmen, d.h. z liegt in C,. 

(7) Sei L(T) das topologische Produkt von lineartopologischen Algebren L;; dann ist 
M(L) die Vereinigung der Mengen G,, wo G, aus allen Homomorphismen der Gestalt 
füpi, (fupı(z) = Fırlpi(e))), mit fi, € M(L,) besteht. 

Beweis. Topologisch isomorph zu Z; ist in Z die Subalgebra L' aller Elemente x‘, 
deren Komponenten p,(z') = x; Null sind für j + i. Wenn g ein Element von M(Z) ist, 
so kann g nicht alle Algebren Li in 0 überführen, denn die direkte Summe der L‘ ist 
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dicht und g‘-”(0) ist abgeschlossen in L(7). Ist g(L‘) + 0 für ein bestimmtes i, so gibt 
es ein Element x! in Li, so daß g(x*) = 1 ist. Es folgt für jedes ze L 


8(2) = g(ar‘) = 8 (pı(a) 2°); 
g hat also für zwei Elemente aus Z mit gleicher i-ter Komponente denselben Wert. p;(x) 
läuft über ZL,, wenn x in ZL varüert; d.h. durch 


fu (pi(2)) = g(@), also fupı = g 
ist eine homomorphe Abbildung f;; von L; in K erklärt; sie ist stetig in Z,, weil p, offen 
ist. — Andererseits gehört auch jeder Homomorphismus f;,p; zu M(L). 

Ganz analog beweist sich (7) für die topologische direkte Summe an Stelle des 
topologischen Produktes. 

Hieraus folgt: 

Satz 3. Ein topologisches Produkt voller Algebren ist voll; dasselbe gilt für die topo- 
logische direkte Summe voller Algebren. 

Denn wegen f,;p;(x) = fi;(x;) für alle x aus dem topologischen Produkt ZL sind G, 
und M(L,) in der Zuordnung f;;p;<> fi; homöomorph bezüglich T,. Liege nun z in 
C,(M(L)), und z(i) sei die Restriktion von z bezüglich G,. Dann existiert nach Voraus- 
setzung für jeden Index i ein Element x; aus Z,; mit x;(f;,) = z(t) (fi,p:); das Element x 
in Z mit den Komponenten x; stimmt also auf ganz M(L) mit z überein. — Bedeutet Z 
die topologische direkte Summe der Algebren L,, so enthält jede Nullumgebung in M (L) 
alle Mengen G; mit Ausnahme endlich vieler. Für ein Element z aus C,(M(L)) kann man 
deshalb (wie in (5)) stets ein Element x in Z finden, welches auf ganz M(L) dieselbe Ab- 
bildung hervorruft wie z. 

M-(K) besteht nur aus der identischen Abbildung von K auf sich: Liegt f in 
M-(K), so ist f(1) =1, also f{r) =r für alle Elemente r aus K. Auch ist X offenbar 
voll. Die Aussagen von (7) und von Satz 3 sind also Verallgemeinerungen von (2) (bzw. 
auch (1)) und (5). 

Wir vermerken, daß eine volle lineartopologische Algebra nicht notwendig voll- 
ständig ist. Denn 9 ist ersichtlich auch voll bezüglich der durch ® induzierten Topologie 
T,, da M(L) beim Übergang von p zu g(7,) erhalten bleibt und dann die schwache 
Topologie auf M (L) in beiden Fällen dieselbe ist; $(7';) ist dicht in ®, also nicht vollständig. 

Bei vollen lineartopologischen Algebren läßt sich die Aussage (4) verschärfen. 
Zunächst gilt: 

(8) In einer vollen lineartopologischen Algebra L(T) ist ein Element x genau dann 
quasiregulär, wenn f(x) # —1 ist für alle fe M(L). 

Beweis. Die Notwendigkeit gilt, weil Quasiregularität bei homomorpher Abbildung 
erhalten bleibt und — 1 nicht quasiregulär ist in X. Ist umgekehrt f(x) # — 1 für alle 
Elemente f von M(L), so hat x als Element von ZL* eine Quasiinverse x’ in wa (vgl. $1, 
(24)). Sei ge M(L) und x(g) =; dann gibt es eine ganze Umgebung U von g in M(L) 
mit (U) =r. Das Element x’ von w, kann als Abbildung von M(L) in K aufgefaßt 
werden, indem man x’(f) für fe M-(L) gleich dem Wert der Komponente von x’ setzt, 
die f in der Zuordnung L<-_L* (vgl. Satz 1) entspricht, und z’(9) = 0 setzt. Nach 
Konstruktion von x’ (vgl. $ 1, (24)) nimmt x’ dann auf ganz U denselben Wert an 


E ) d.h. x’ ist stetig und gehört zu C,(M(L)). 


(nämlich = 


i+r 
Nun erhalten wir: 
Satz 4. Wenn L(T) eine volle lineartopologische Algebra ist, dann besteht das Spektrum 
eines Elementes x von L gerade aus allen Skalaren f(x), wo f über M-(L) läuft. 
9% 
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Beweis. Im Anschluß an (4) ist noch nachzuweisen, daß nur die Skalare f(x) im 
Spektrum des Elementes x liegen. Ist r # 0 ein vom allen f(x) verschiedener Skalar, so 


ist (- +) + — 1 für alle-fe M(L), d.h. =, ist nach (8) quasiregulär; also gehört r 


nicht zum Spektrum von x. Wenn f(x) # 0 ist für alle fe M-(L), so gibt es in w, ein 
Inverses x-! des Elementes x von L*; man schließt wie eben in (8), daß x-! ein Element 
der vollen Algebra L(T) ist: Wenn x(U) = s(+ 0) ist für eine Umgebung U eines belie- 


bigen Elementes g aus M -(L), so hat x-! auf ganz U den Wert 4 deshalb ist z-! stetig 


s 
in g. Andererseits gehört nur © selbst zur in M(L) offenen Menge x'"")(0); dieses Element 
ist demnach isoliert in M(L) und somit x! auch stetig in © erklärbar durch x-4(®) = 0. 
Das Element x ist in diesem Fall also regulär in Z und das Spektrum von x enthält 0 
nicht. — Die letzte Schlußweise zeigt auch: Besitzt eine volle Algebra L(T) kein Eins- 
element, so gibt es zu jedem Element y aus Z, eine Abbildung f € M -(L), so daß f(y) = 0 ist. 

Spezielle volle lineartopologische Algebren lassen sich durch die topologischen 
Eigenschaften von M(L) algebraisch charakterisieren: 


(9) Seien L,(T,) und L,(T,) zwei volle lineartopologische Algebren, und jede homo- 
morphe Abbildung von L auf K sei stetig. M(L,) und M(L,) sind dann und nur dann homöo- 
morph, wenn C,(M(L,)) und C,(M(L,)) als Algebren über K isomorph sind. 

Beweis. Die eine Hälfte unserer Aussage ist offensichtlich und wurde bereits ver- 
wendet. Wir beweisen noch, daß sie hinreicht. Nach Voraussetzung besteht eine einein- 
deutige Zuordnung zwischen den Elementen von M und den maximalen Idealen von 
C, mit zu K isomorpher Restklassenalgebra. Sind also C;=C,(M(L,)) und C5=C,(M (L,)) 
isomorph, CZ = h(C}), so sind dadurch M(L,) und M(L,) eineindeutig aufeinander 
bezogen, g = h(f), mit fe M(L,) und ge M(L,), wenn h(ft) = gt ist. Da C}/ft und C}/gt 
beide isomorph X sind, und X nur die Identität als Automorphismus hat, nehmen f und g 
auf bei h sich entsprechenden Elementen gleiche Werte an, 


fa) = g(h(e)) für ze Cl. 


Diese Gleichung zeigt, daß h ein topologischer Isomorphismus bezüglich T, ist *). 

Die zusätzliche Bedingung von (9) ist von selbst erfüllt im kompakten Fall: 

(10) Wenn die lineartopologische Algebra L(T) voll und M(L) kompakt ist, so ist 
jedes maximale Ideal H in L von der Form f(x) = 0, wo f ein Element aus M(L) ist. Jede 
homomorphe Abbildung von L auf K ist also stetig. 

Beweis. Nehmen wir an, H enthalte zu jedem Element f ein Element x mit f(x) + 0. 
Wenn y ein beliebiges Element von Z ist, so gibt es eine offene und abgeschlossene Null- 
umgebung U in M(L), welche durch y in 0 übergeführt wird. Das Komplement V von U 
in M(L) ist kompakt, und die Restriktionen der Elemente aus Z bezüglich V bilden eine 
Algebra L stetiger Abbildungen von V in K. Wenn wir nachweisen können, daß das 
Bild Ä von H bei der Zuordnung von L auf Z die Abbildung ü identisch 1 von V in K 
enthält, also ä=L ist, so sind wir fertig; denn ist dann u ein Urbild von u in H, so liegt 
yu = yin H und es ist 7 — L. Zu einem Element /, aus V gibt es nun nach unserer An- 
nahme ein x, € H und eine in V liegende offene und abgeschlossene Umgebung U, , so 
daß 2,(U,) +0 ist. Die Abbildung %,,' welche gleich £/' ist in-U, und gleich 0 im Kom- 


*) Zusatz bei der Korrekur. (9) bleibt richtig, wenn man C} und CZ} nur als ringisomorph voraussetzt. 
K hat dann nicht nur die Identität als Automorphismus; die angegebene Gleichung ist durch f(x) = g(y) zu 
ersetzen, wo y ein passend gewähltes Element von ($ ist. 
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plement V, von U, in V, hat ein Urbild y, in L: Wir setzen y, gleich O in der offenen 
Menge U u V, und gleich x, ' in der offenen Menge U,. Das Element z, = z,y, aus H 
nimmt auf U, den Wert 1 und sonst in V den Wert Null an. Mit endlich vielen offenen 
Mengen U, o=41,...,n, die wir disjunkt annehmen dürfen, überdecken wir V. Das 


Element u=2, +: +2 liegt dann in H. — Unsere Annahme hat also zu einem 
Widerspruch geführt, d.h. es gibt ein Element f in M(L), so daß f(x) = 0 ist für alle 
€ H; dann ist H = (x aus L: f(x) = 0). 

Mit unserer Voraussetzung, daß M(L) trennt, können wir in L(T) eine auf M(L) 
bezogene neue Topologie einführen: N = (N,), mit je€ J, bezeichne alle Mengen N, von 
Elementen aus M(L), von welchen für jedes feste x nur endlich viele einen von 0 ver- 
schiedenen Wert aus X annehmen. Da die Vereinigung endlich vieler Mengen N, wieder 
zu N gehört und alle endlichen Mengen in N liegen, erklären die Orthogonalräume N4 
auf ZL eine Topologie, welche wir die F-Topologie T, von L nennen wollen. Nach $ 1, 
(7) ist L(T,) eine lineartopologische Algebra, denn die Mengen N4 sind Ideale in Z. Die 
Topologie T.,, ist feiner als die durch w, in L* induzierte Topologie 7;, in welcher gerade 
alle Elemente aus M(L) stetig sind; genauer ergibt sich: 

(11) Eine Nullumgebungsbasis der F-Topologie ist durch alle solchen Durchschnitte D 
von T ‚offenen Idealen gegeben, deren Restklassenalgebra L*/D isomorph einer Algebra o, ist. 

Beweis. Sei L*/D (algebraisch) isomorph 9,; dann ist Dt! rn M(L) eine Menge N,, 
denn sonst tritt wegen (1) in 9, ein Element mit unendlich vielen von Null verschiedenen 
Komponenten auf. Es ist N} = D. — Andererseits ist für eine Menge N! gewiß L*/N4 
eine Subalgebra $ von 9., wo d die Mächtigkeit von N, bedeutet. Ist ze $S und sind die 
Komponenten x; und x; nicht gleich 0, so können wir stets ein Element y in $ finden, 
für welches y; + 0 ist, während y;, verschwindet, und welches außerdem Nullkomponenten 
hat überall, wo die entsprechende Komponente von x verschwindet: Sei 2; = rr,. Man 
sieht sofort, daß rf für fe M-(L) und r #1 nicht in M-(L) liegen kann. Deshalb sind 
zwei Projektionen p; und p; in $ nicht proportivnal, d.h. es gibt ein Element z in $ mit 
2; + rzı. Ist z, = 0, so muß also z; + O sein, und wir setzen y = zr. Wenn z; + 0 ist und 


2; = 0, so setzen wir y= x — — zx. Sind schließlich z, und z; beide von Null verschieden, 
k 


sei etwa 2; = $2,, so dürfen wir noch s + 1 annehmen; für r = 1 gilt dies nach Wahl von 
z; wenn r + 1 ist, kann für z das Element x? genommen werden. Hier setzen wir ebenfalls 


y-1ı— rn zı. Dann ist in allen drei Fällen y ein Element von $ mit den gewünschten 
k 


Eigenschaften. — Fortführung dieser Konstruktion zeigt, daß der Einheitsvektor e; in $S 
liegt, d.h. es ist S = 9.. 

(12) Wenn M-(L) diskret ist, dann stimmt die F-Topologie überein mit der Topologie 
T, der uniformen Konvergenz auf allen kompakten Teilmengen von M(L). 

Beweis. Sei N, eine kompakte Teilmenge von M(L). Für eine Nullumgebung U 
in M(L) ist dann das Komplement von U rn N; in N, diskret und kompakt, d.h. endlich. 
Also ist N, eine Menge N, aus N, denn für ein Element x aus Z ist x! eine solche Null- 
umgebung U. Nimmt man umgekehrt die Nullabbildung © zu einer Menge N, aus N 
hinzu, so ist V = N, u © kompakt: Wenn U eine Umgebung von ® in V ist, so können 
wir U als (z,,... ., 2*%)tn V annehmen, wo x; Elemente aus Z sind. In (z,, . . ., 2„)* liegen 
aber nach Definition von N, alle Elemente von N, bis auf endlich viele. Das Komplement 
von U in V ist also endlich und V besitzt die Heine-Borelsche Überdeckungseigenschaft. — 
Die Mengen N+ = (N, u ©)! erklären die F-Topologie und die Mengen N} die Topologie 
der uniformen Konvergenz in den kompakten Teilmengen von M(L) (vgl. Beweis von 
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$1, Satz 7). Hier ist C, an die Stelle von Z gesetzt. Damit ist unsere Behauptung 
bewiesen. 

Wir wollen an einem Beispiel zeigen, daß M-(L) nicht immer diskret ist, selbst 
dann nicht, wenn L(T) eine volle lineartopologische Algebra ist: 


Die Menge E bestehe aus den Punkten 0, 2 und allen Punkten 5, 2 — -, fürn =1,2,... 


der reellen Zahlengeraden Z; dabei sei E mit der durch Z induzierten Topologie 7’ ver- 
sehen. Die Algebra Z = C,(E) enthält Funktionen, welche für alle Elemente & aus E 


verschwinden, die kleiner sind als ein bestimmtes Element dr und welche einen konstanten 
0 


Wert haben für alle £, die größer sind als etwa 2 — z Die Zuordnung x — (z;) = (x(£)) 
1 

mit x € L, sowie £€ E und x. ein Element des Grundkörpers K (= reelle Zahlen mit der 
diskreten Topologie), bildet Z isomorph ab auf eine Subalgebra L** von w,, wo d die 
Mächtigkeit von E- (= E ohne 0) angibt. Mit H. bezeichnen wir das Ideal aller auf &€ E 
verschwindenden Elemente von Z**. Wir bilden die zu allen H. gehörige Topologie T 
und erhalten eine lineartopologische Algebra L**(7) (vgl. $1, (7)); die Topologie 7 ist 
gleich der durch ®, in L** induzierten Topologie 7;. Setzen wir &(x) = x(£), so liegen 
die Elemente &£ von E in M(L**). Sei nun Ah eine nichttriviale homomorphe Abbildung 
von L**(T) auf K. Wir wollen nachweisen, daß h in E liegt. In L** liegen die Vektoren e” 
mit den Komponenten 


.jOfürrö#+n 
Pike) = Ih für &= n’ 


wo n alle Elemente von E durchläuft mit Ausnahme von 0 und 2 und p; die Projektion 
auf die &-te Komponente in L** bedeutet. Wenn h ein Element e” in 1 überführt, so 
ist h = p,, (vgl. Beweis von (4)), d.h. gleich n,, und unsere Behauptung ist richtig. 
Im anderen Fall ist h(e’) =0 für alle n. Dann sei x ein beliebiges, nun festgehaltenes 
Element aus L** und 2(x) = a. Den Wert a nimmt x in einer ganzen Umgebung U 
von 2 an. Mit e, kennzeichnen wir das Element von L**, das in einer offenen und ab- 
geschlossenen Umgebung V < U von 2 den Wert 1 hat und sonst auf E verschwindet. 
Die von e, und allen e” aufgespannte Subalgebra $ von L**(T) ist ersichtlich dicht in 
L**(T). Da h‘""(0) in L**(T) abgeschlossen ist und nach unserer Annahme h(e”) = 0 
ist für alle n, ist notwendig h(e,) #0, d.h. k(e,)=1, denn e, ist idempotent. Es folgt 
h(x) = h(xe,) = h(ae,) = a, also h(x) = 2(r). Für jedes x stimmt demnach k mit der 
durch das Element 2 auf L**(T) erzeugten Abbildung überein. Deshalb enthält E alle 
homomorphen Abbildungen von L**(T) in K. 

Die schwache Topologie 7,(L) auf E wird erzeugt von allen Mengen x{""(r), wo x 
in L liegt und r in X; da alle Elemente von Z stetig sind in E(T7’), ist x(””(0) offen bezüg- 


lich 7’, d.h. 7, ist gröber als 7’. Auch in E(T,) ist jeder Punkt £ +h isoliert, denn die 


T „offene Menge (e‘)' (1) enthält nur £. Sei nun U eine beliebige Umgebung von 2 in 
E(T’), die wir offen und abgeschlossen annehmen dürfen. Erkläre ich eine Abbildung g 
von E in K durch die Festsetzung 


vo 


so ist g stetig in E(7’), d.h. g liegt in L; es ist U = g(""(1). Folglich ist auch jede 7’- 
Umgebung von 2 und ebenso von O0 eine 7T,-Umgebung dieses Elementes; deshalb ist 
T,(L) = T und E(T’)= M(L) (wie immer mit der schwachen Topologie versehen). 


4 auf U 
0 sonst 


’ 
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L(T) ist also eine volle lineartopologische Algebra und M-(Z) ist nicht diskret, sondern 
besitzt den Häufungspunkt 2. 

Im Gegensatz zu den Verhältnissen bei der schwachen Topologie ($ 2, (9)) erhalten 
wir hier: 

(13) Die F-Topologie kann streng feiner und streng gröber sein als die Ausgangs- 
topologie. 

Denn die diskrete Topologie T’ auf w ist streng feiner als die übliche Produkt- 
topologie T. Setzen wir voraus, daß K wenigstens abzählbar ist, so haben »® und »(T’) 
nach (3) dasselbe M(L). Die F-Topologie für »&(7’) ist die Topologie 7, da N in diesem 
Fall offenbar nur endliche Mengen enthält; sie ist also streng gröber als die Ausgangs- 
topologie 7’. — Ein Beispiel für die andere Aussage ist @ mit der durch ® induzierten 
Topologie 7;. Diese Topologie ist streng gröber als die übiiche diskrete Topologie auf 9, 
welche die F-Topologie von g(7;) ist (N enthält jetzt M(L)). 

Die in der F-Topologie vollständigen lineartopologischen Algebren L(T) lassen 
sich genauer beschreiben. Wir nennen eine Menge P, von Koordinaten in L* eine P- 
Menge, wenn alle Elemente x von L* auf P, nur endlich viele von Null verschiedene 
Koordinaten haben; wir sagen: x ist finit auf P,. Die zu den Koordinaten aus P, gehören- 
den Projektionen bilden eine Menge N, aus N. Enthält ZL* alle auf seinen P-Mengen 
finiten Elemente aus ®,, so wollen wir L(T) eine vollkommene lineartopologische Algebra 
nennen. Es gilt nun: 

Satz 5. Genau dann ist L(T) vollkommen, wenn L vollständig ist in der F-Topologie. 

Beweis. a) Sei das Element y aus w, finit auf allen P-Mengen P,, mit je J, von L*. 
Wenn N+ das Ideal aller Elemente x aus L* bezeichnet, welche Nullkomponenten auf 
P, haben, so ist L*/N4 nach (11) isomorph der Algebra ,, wo c die Mächtigkeit von P, 
ist. Deshalb gibt es zu jedem Index je J ein Element y’ in L*, welches auf P, dieselben 
Koordinaten hat wie y. Weil die Vereinigung endlich vieler P-Mengen wieder eine P- 
Menge ist, bilden alle Mengen y’ + N+ eine Basis eines Cauchyfilters G für die F-Topo- 
logie. G konvergiert nach Voraussetzung gegen ein Element z aus L*. Alle Mannigfaltig- 
keiten y’ + N4 sind F-abgeschlossen, enthalten also den Berührungspunkt z; d.h. z 
hat dieselben Komponenten wie y. 


b) Jeder F-Cauchyfilter G enthält einen gröberen Filter G, mit Subbasis (y’ + N+), 
mit j€ J, wo y’ als Element von L* nur endlich viele Nichtnullen auf P, hat. Das Element x 
aus , habe auf P, dieselben Komponenten wie y’ für alle je J; ein solches Element 
gibt es, weil G, ein Filter ist. Dann gehört x zu L*, weil dieses Element finit ist auf allen 
P-Mengen, und x ist ersichtlich Limes des Filters G, in der F-Topologie. 

Korollar. Wenn eine lineartopologische Algebra L(T) mit trennendem M(L) voll- 
ständig ist bezüglich einer Topologie, welche gröber ist als die F-Topologie und feiner als 
die durch o, in L* induzierte Topologie T‘,, so ist L(T) vollkommen. 

Denn man benötigt offenbar nur, daß der Filter mit Basis (y’ + N+) ein Cauchy- 
filter ist, und daß alle Mengen y’ + N4 abgeschlossen sind. 

Die vollkommenen Algebren gehören zur Klasse der oben betrachteten vollen 
Algebren: 

(14) Eine vollkommene Algebra L(T) ist voll. 

Beweis. C,(M(L)) ist isomorph einer Subalgebra L** von ®,, wo d die Mächtigkeit 
von M-(L) angibt, durch die Zuordnung x — (z;) = (x(f,)), mit ze C,(M(L)), wo f; über 
M-(L) läuft. Die Algebra L* ist in L** enthalten als Bild von C', bei der Abbildung von 
C,(M(L)) auf L**. Nach Definition der Mengen N, aus N umfaßt andererseits der Durch- 
schnitt einer Nullumgebung in M(L) mit einer Menge N, alle Elemente aus N, bis auf 





72 Ballier, Über lineartopologische Algebren. 


endlich viele Ausnahmen; denn für ye L enthält y! alle Elemente einer Menge N, bis 
auf endlich viele und jede Nullumgebung in M(L) umfaßt den Durchschnitt endlich 
vieler solcher Mengen y!. Deshalb nimmt ein Element z aus C, (M(L)) nur auf endlich 
vielen Elementen aus N, einen von Null verschiedenen Wert an, d. h. (z,) ist finit auf P, 
und liegt also in L*. 

Bei einer vollkommenen Algebra ZL(T) ist M-(L) stets diskret, denn L* enthält 
nach Definition den Einheitsvektor e, und in der in Z’ offenen Menge e{”"(1) liegt von 
M -(L) nur die Projektion p,. Demnach ist eine vollkommene Algebra, als Menge der in © 
verschwindenden stetigen Abbildungen von M(L) in K betrachtet, vollständig bezüglich 
der Topologie 7, der uniformen Konvergenz in allen kompakten Teilmengen von M(L) 
(vgl. (12) und Satz 5). Ob man auf der anderen Seite bei einer vollen lineartopologischen 
Algebra L(T) aus Vollständigkeit bezüglich der kompakten Konvergenz T, ohne die 
Voraussetzung „M-(L) diskret‘‘ schließen kann, daß Z(T) vollkommen ist, weiß ich 
nicht zu sagen. 

Gehen wir nun umgekehrt von einem separierten, topologischen Raum E mit Topo- 
logie T und Elementen f,;, mit i € /, aus; ein Element f, in E sei dadurch ausgezeichnet, 
daß das Komplement E- von f, in E diskret ist. Z bedeute die Algebra aller stetigen 
Abbildungen x von E in K, welche für f, verschwinden, wobei Summe und Produkt in Z 
punktweise erklärt seien. Mit der Festsetzung f;(x) = z(f,), für alle ze _L, kann man 
dann jedes Element f; aus E als homomorphe Abbildung von Z in K betrachten und E 
ist wegen der Bedeutung der Elemente von Z eine trennende Menge homomorpher Ab- 
bildungen von L auf K. Es gilt: 

(15) Ist L vollständig bezüglich der Topologie T’ der uniformen Konvergenz auf allen 
kompakten Teilmengen M, von E(T), so ist E(T)= M(L), d.h. auch T= T,(L), und 
die Algebra L(T’) ist vollkommen. 

Beweis. L ist wie unter (14) isomorph abbildbar auf eine Subalgebra L** von »,, wod 
die Mächtigkeit von E- ist. L**(T7”) ist nach $ 1, Satz 7, eine idealtopologische Algebra, 
und eine Nullumgebungsbasis bilden die Ideale M#. Ist U eine Umgebung von f, in E, 
so ist das Komplement V von Ur M, in M, abgeschlossen, d.h. kompakt und diskret 
nach Voraussetzung; also ist V endlich. Für ein Element x aus L ist x'”(0) eine offene 
Umgebung von /,,. d.h. x verschwindet auf allen Punkten von M, mit Ausnahme von 
endlich vielen; daher hat das x in L** entsprechende Element (z,) = (z(f;)) modulo Mt 
nur endlich viele von Null verschiedene Komponenten. Weil E- diskret ist, gehören die 
Einheitsvektoren e; zu L**; unsere Überlegung zeigt, daß die von allen e; erzeugte Sub- 
algebra S von L** in L**(T7’) dicht ist. Wenn nun Ah eine nichttriviale, stetige, homo- 
morphe Abbildung von L**(7’) bzw. L(T’) auf K ist, so kann A nicht alle e; in Null über- 
führen; denn A‘""(0) ist abgeschlossen und $ ist dicht in L**(T7”). Ist aber h(e,) + 0, so 
folgt h = f, (vgl. Beweis von (4)). Da f+ in L(7’) offen ist, ist umgekehrt jedes Element 
aus E eine stetige, homomorphe Abbildung von L(7’) in X, d.h. E besteht gerade aus 
allen stetigen, homomorphen Abbildungen von L(T7’) in K. Wie in dem Gegenbeispiel 
im Anschluß an (12) ist die schwache Topologie 7,(L) auf E gröber als 7, und auch in 
T, ist E- diskret. Sei nun U eine beliebige offene Umgebung von f, in E(T); dann ist das 
Komplement W von U in E eine T-offene Menge, denn jedes Element aus W ist isoliert 
in E(T). Erkläre ich demnach eine Abbildung y von E in K durch die Festsetzungen 
y(U) = 0 und y(W) = 1, so ist y stetig bzgl. 7‘, also ist ye Z und U = y‘""(0). Dies zeigt, 
daß auch jede 7-Umgebung von f, eine 7,-Umgebung dieses Elementes ist; deshalb ist 
T,(L) = T und demnach E(T) = M(L). Die Algebra L** ist die Algebra L* aus Satz 1 
und 7’ gleich der Topologie 7, aus (12), d.h. gleich der F-Topologie. Satz 5 vollendet 
den Beweis unserer Behauptung. 
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Betrachten wir wieder einen separierten topologischen Raum EZ mit Topologie 7’ 
und die Algebra L = C,(E) aller für ein festes Element £, aus E verschwindenden stetigen 
Abbildungen von E(T’) auf einen diskreten Körper X. Wir versehen Z mit der durch die 
Ideale H,= (ze L: xz(£)= 0) erklärten Topologie 7; dann ist L(7T) nach $1,(7) eine 
idealtopologische Algebra. Im Zusammenhang mit (15) und dem Gegenbeispiel nach (12) 
interessiert nun, unter welchen Voraussetzungen M(L) homöomorph E(T’) ist. Es gilt: 


(16) Genau dann ist M(L) = E(T'), wenn in E(T’) jeder Punkt eine Umgebungs- 
basıs aus zugleich offenen und abgeschlossenen Mengen besitzt. 


Beweis. In L’(T,(L)) ist die Bedingung erfüllt, also auch in M(L). Es ist deshalb 
nur noch zu zeigen, daß sie hinreicht. Wir bilden Z wie unter (15) wieder auf L** ab, eine 
Subalgebra von ®,, wo d die Mächtigkeit des Komplementes E- von £, in E ist; auf L** 
ist T ersichtlich gleich der durch w, induzierten Topologie 7; und L**(T) ist dicht in o;: 
Sei ein Element u von ®, vorgegeben und eine Umgebung U von u durch die (endlich 
vielen) Komponenten u,,...,u,, gekennzeichnet. Es gibt paarweise disjunkte Um- 
gebungen V,,..., Y„ von &,...,& in E(T’), welche wir offen und abgeschlossen anneh- 
men können und welche £, nicht enthalten. Erklären wir eine Abbildung g von E(T’) in K 
durch die Festsetzungen 


u;, für £ eV ,i=1,..,R%, 
0 sonst, 


g(£) = | 


so ist g stetig in E(T7’) und g verschwindet in £,, d.h. g liegt in Z(7). Also gibt es in L** 
ein (g entsprechendes) Element y mit y,, = u, füri =1,...,n; dieses Element y gehört 
demnach zu U und L**(T) ist dicht in o,. 


Wenn nun A eine beliebige homomorphe, stetige Abbildung von ZL**(T) auf X ist, 
so läßt sich h stetig auf ganz w, fortsetzen. Auf w, ist h nach (3) eine Projektion, darum 
stimmt h auf L** mit einer Projektion, d. h. mit einem £ € E überein. Alle Elemente aus 
E(T’) erklären umgekehrt stetige, homomorphe Abbildungen von L(T) in X; also besteht 
E(T'’) gerade aus allen stetigen, homomorphen Abbildungen von L(T) auf K. 


Wieder ist (wie im oben erwähnten Gegenbeispiel) die schwache Topologie 7,(L) 
auf E gröber als die Topologie 7’. Sei V eine beliebige offene und abgeschlossene Um- 
gebung eines Elementes &+&, von E und sei &,€ V; dann erklären wir mit 

1 für EeV 
a = Io sonst 
deshalb ist f ein Element von L(T) und es ist V = ff ""(1). Ist W eine abgeschlossene 
0 für&eW 
1 sonst 
aus L und es ist W = g‘ (0). Die 7’-Umgebungen V und W sind demnach auch offen in 
T,(L), d.h. die schwache Topologie stimmt mit 7’ überein und es ist also E(7T) = M(L). 


Wir wollen unsere Überlegungen zu einer Kennzeichnung der lineartopologischen 
Algebren w, und 9, benutzen. 


eine stetige Abbildung f von E(T’) in K, die in £, verschwindet; 


| ein Element 


und offene Umgebung von £,, so erhalten wir durch g(£) = | 


(17) Bei trennendem M(L) sind die folgenden Eigenschaften einer lineartopologischen 
Algebra L(T) äquivalent und sie bedingen, daß L(T) topologisch isomorph ist (bezüglich der 
jeweils angegebenen Topologie) zu w,, wo d die Mächtigkeit von M- (L) angibt: 

1. L ıst schwach vollständig; 

2. L ist vollständig bezüglich der schwächsten Topologie T’, in welcher alle Elemente 

aus M(L) stetig sind; 
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3. L(T) ist linear kompakt; 

4. L(T,) ist voll und M(L) diskret; 

5. L(T) ist voll und C,(M(L)) vollständig bezüglich der Topologie T’' der einfachen 
Konvergenz. 


Beweis. 1. entspricht 3. nach $ 2, Satz 2, Korollar. Im Fall 2. ist L(7’) nach $1, 
Satz 2, eine lineartopologische Algebra mit einer Nullumgebungssubbasis aus Subalgebren 
mit endlichem Defekt, d. h. wegen $2, (11) ist 7’ = T,, so daß 1. und 2. gleichbedeutend 
sind. Für 2. gilt die Behauptung nach $ 2, (11), $2, Satz 4 und $2, (20). In 4. ist Z iso- 
morph w, über die Zuordnung x <— (z;), mit x; = x(f;), wo f;in M-(L) variiert. Die Kom- 
ponenten x; eines Elementes können dabei beliebig vorgegebene Werte aus X annehmen, 
da M(L) diskret, also jede Abbildung x von M(L) in K stetig ist. Dieselbe Zuordnung 
zeigt, daß Z unter der Voraussetzung 5. isomorph abbildbar ist auf eine Subalgebra 5 
von ®,, und die Topologie 7’ ist ersichtlich die durch w, in $ induzierte Topologie; hier 
ist die Aussage nach dem Beweis von (16) richtig. Daß in allen Fällen die angegebene 
Topologie (in 5. die Topologie 7’’) die in », übliche Produkttopologie ist, ist klar. 


Für 9, erhalten wir: 


(18) Eine lineartopologische Algebra L(T) habe ein trennendes M(L) und die Mäch- 
tigkeit von M-(L) sei d. Genau dann ist die Algebra L* (aus Satz 1) gleich g., wenn M(L) 
kompakt ist und M-(L) diskret. 


Beweis. Nach dem Beweis von (5) enthält jede Nullumgebung in M(9,) alle Ele- 
mente bis auf endlich viele, d.h. M(g,) erfüllt die Heine-Borelsche Überdeckungs- 
bedingung und ist also kompakt. M-(9,) ist diskret, da diese Menge gerade aus allen 
Projektionen p; besteht und die Einheitsvektoren e; in 9, liegen; die offene Menge e{ (1) 
von M(L) enthält nur p,. Sind umgekehrt obige Eigenschaften vorausgesetzt, so ist das 
Komplement einer Nullumgebung in M(L) kompakt und diskret, d. h. endlich; deshalb 
hat jedes Element von L* als stetige Abbildung von M(L) in K (wir identifizieren L* 
mit C,) unter seinen Komponenten nur endlich viele Nichtnullen, d.h. es gilt L*< 9.. 
Die Schlußweise aus (11) weist hier Z* = , nach. 

Da M(g.) trennt, ist die (in 9, übliche) diskrete Topologie auf L* als Topologie der 
uniformen Konvergenz auf M(L) gekennzeichnet. 


Ebenso folgt, daß eine volle lineartopologische Algebra Z(T) mit trennendem M (Z) 
algebraisch genau dann von der Form 94 + ®, ist, wenn M(L) eine kompakte Null- 
umgebung U hat (d.h. lokal kompakt ist) und wenn jedes Element {+ © aus M(L) 
isoliert ist: Ist L= 9. + w,, so schreibt sich jedes Element x aus ZL als x = (£&,; n,), mit 
(£,) € 9a und (n,.) € ,. In dem Element y aus L seien alle Komponenten £, gleich 0, wäh- 
rend alle n„ den Wert 1 haben sollen. y+ ist eine Nullumgebung U in M(L) und das Kom- 
plement jeder anderen Nullumgebung in U ist endlich, da für ein x nur endlich viele £, 
nicht verschwinden. Also ist U (wie oben (M 9.)) kompakt. Ein Element f + © aus M(L) 
ist isoliert, weil die Einheitsvektoren e; in Z liegen (ein £, oder ein n, hat in e; den Wert 1, 
alle anderen Komponenten sind 0). — Ist auf der anderen Seite M-(L) diskret und U 
eine kompakte Nullumgebung in M (L), so ist das Komplement jeder Nullumgebung in U 
kompakt und diskret, also endlich. Ein Element x aus Z nimmt demnach, als stetige 
Abbildung auf M(L) betrachtet, nur auf endlich vielen Elementen aus U einen von Null 
verschiedenen Wert an. Hingegen kann x auf dem Komplement W von U in M(L) be- 
liebig vorgegebene Werte aus X annehmen; denn dieses Komplement ist diskret und 
offen. Also ist x = (£,; n„), wo £, die Bildpunkte von U bei der Abbildung x durchläuft 
und n, die Bildpunkte von W. Das Verfahren aus (11) zeigt wieder, daß (£,) ein beliebiges 
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Element aus 9,, wo d die Mächtigkeit von U ist, sein kann; auch (,) ist, wie schon gesagt, 
als Element von w, keiner Beschränkung unterworfen, wenn c die Mächtigkeit von W ist. 


In (18) und auch im eben angegebenen Beispiel wirkt wieder die Bedingung ‚,M -(L) 
diskret‘‘ störend. Es fragt sich, ob schon eine volle, lineartopologische Algebra ZL(7) mit 
kompaktem M(L) sich isomorph abbilden läßt auf 9,, wo d die Mächtigkeit von M-(L) 
ist. Ich vermag diese Frage nicht zu entscheiden. Aus den Voraussetzungen schließt man 
sofort, daß nur endlich viele Skalare aus X unter den Komponenten eines Elementes x 
aus L* auftreten. Aus dieser Eigenschaft kann man aber die gewünschte Isomorphie zu 
9a nicht direkt herleiten, wie das folgende Beispiel zeigt: Sei X der Körper der reellen 
Zahlen, mit der diskreten Topologie versehen. L bedeute die Menge aller Elemente aus w, 
deren Komponentenfolge periodisch ist, z. B. x = (1231231... .). Die Menge Z ist dann 
abgeschlossen bezüglich Summen- und Produktbildung, weil hierdurch z. B. aus einem 
Element mit einer n-gliedrigen und einem anderen mit einer m-gliedrigen Periode eines 
entsteht, das gewiß eine nm-gliedrige Periode besitzt. Z ist also eine Algebra; als Kom- 
ponenten eines festen Elementes x aus L treten nur endlich viele verschiedene Skalare 
aus K auf, aber L enthält die Einheitsvektoren e,; nicht. 
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Dualität in der Funktionentheorie 
auf Riemannschen Flächen. 


Von Heinz Günther Tillmann, z. Zt. Ibadan (Nigeria). 


Einleitung. 


Im Anschluß an eine Arbeit von J.S. e Silva!) wurden von G. Köthe?) und 
A. Grothendieck®) gewisse Räume von analytischen bzw. lokalanalytischen Funktionen 
in schlichten Bereichen untersucht. Es ergab sich eine Integraldarstellung der stetigen 
linearen Funktionale und der stetigen linearen Abbildungen, wodurch den Abbildungen 
umkehrbar eindeutig gewisse analytische (bzw. lokalanalytische) Funktionen mit Vektor- 
werten zugeordnet werden. 

In der vorliegenden Arbeit werden nun lineare Räume von analytischen Funktionen 
auf Riemannschen Flächen betrachtet. Als Definitionsbereiche werden an Stelle schlichter 
Punktmengen beliebige Bereiche auf einer beliebigen Riemannschen Fläche R zugelassen. 

Es sei M eine Punktmenge der Riemannschen Fläche R. Wir betrachten lokal- 
analytische Funktionen in M. Dabei heißt eine Funktion f(p) lokalanalytisch in M, wenn 
f(p) in einer offenen Menge U > M eindeutig und in jeder Komponente von U analytisch 
ist. Zwei Funktionen, die in ihren Funktionselementen in den Punkten von M überein- 
stimmen, werden als nicht voneinander verschieden angesehen. 

Mit H(M) bezeichnen wir den Raum aller in M lokalanalytischen Funktionen. 

Im Hinblick auf die stetigen linearen Abbildungen von H(M) in einen Vektorraum E 
ist es zweckmäßig, auch analytische Funktionen mit Werten in einen Vektorraum E 
heranzuziehen. 9(M, E) sei also der Raum aller in M lokalanalytischen Funktionen mit 
Werten in dem topologischen Vektorraum E. 

Ist K der Körper der komplexen Zahlen, so gilt also H(M) = H(M, X). In H(M, E) 
führen wir nun eine Topologie 7, ein, die mit der gleichmäßigen Konvergenz verknüpft 
ist. Für offene Mengen © ist die Topologie T, in H(D, E) genau die Topologie der gleich- 
mäßigen Konvergenz im Innern von D. 

Da die Arbeiten von G. Köthe und A. Grothendieck sich entscheidend auf die 
Cauchysche Integralformel stützen, werden wir natürlich die von H. Behnke und K. Stein ®) 
gewonnene Übertragung dieser Formel für nichtschlichte Gebiete benutzen. 

In $ 1 bringen wir dann neben einer Zusammenstellung der Eigenschaften analy- 
tischer Funktionen mit Vektorwerten diese Formel für Funktionen, deren Werte einem 
Vektorraum E angehören (Satz 1). Entscheidend ist dabei die von H. Behnke und 
K. Stein‘) bewiesene Existenz einer komplexwertigen Elementarfunktion 1. Ordnung 
A(p,g) zu jeder offenen Riemannschen Fläche R’. 


1) J.S.e Silva [7] (Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit). 
2) @. Köthe [4], [5]. 

3) A. Grothendieck [3]. 

*) H. Behnke-K. Stein [1]. 
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Der $ 2 ist der Definition der Räume H(M, E) und ihrer Topologie sowie der Unter- 
suchung einiger topologischer Eigenschaften dieser Räume gewidmet. Nach diesen Vor- 
bereitungen können in $ 3 die stetigen linearen Funktionale auf H(M, E) bestimmt 
werden. Jedem stetigen linearen Funktional u[f] auf H(M, E) läßt sich umkehrbar ein- 
deutig eine in GM = R — M lokalanalytische Funktion u’(g) mit Werten aus dem zu E 
dualen Raum EZ’ zuordnen: 


u’(g) [x] = «x, u’(g)) =,,u,l@ A(p, g)]- 
Die u’(g) sind in bezug auf g lokal gleichgradig stetige lineare Funktionale auf E. Weiterhin 


ist u’(g) bianalytisch, d. h. u’(g) ist analytisch im Komplement einer kompakten Menge & 
und für jede Umgebung U(ß) gilt: 


J A(q, p) w’(p) dp°). 
Rd UN) 

Der zu H(M, E) duale Raum ist also isomorph zu dem Raum H% (EM, E’) der in 
EM bianalytischen Funktionen mit Werten aus E’ (Satz 9) die lokal gleichgradig stetig 
sind®). In 9 (CM, E’) wird auch eine Topologie T;, der gleichmäßigen Konvergenz de- 
finiert und gezeigt: Die Topologie T; in 9% (CM) stimmt mit der starken Topologie T, 
der gleichmäßigen Konvergenz auf den beschränkten Mengen von H(M) überein, und 
HM) ist zu HL (CM) dual (Satz 11). Die Übereinstimmung von X; und T, in 9% (EM, E’) 
konnte weiterhin gezeigt werden, wenn M offen und E totalreflexiv ist. 

Für beliebige M konnte nur gezeigt werden, daß 7; gröber ist als T,. Ob die beiden 
Topologien übereinstimmen, bleibt noch offen. 

$ 4 ist der Untersuchung der stetigen linearen Abbildungen der Räume H(M, E) 
in einen lokalkonvexen Vektorraum F gewidmet. Wir geben die Resultate zur Verein- 
fachung nur für den Fall an, daß F vollständig ist. 

Die einfachsten Verhältnisse liegen vor, wenn M = # eine kompakte, echte Teil- 
menge von R ist. Es gilt dann (Satz 13): 

Der Raum £(H(8, E), F) der stetigen linearen Abbildungen von H(8, E) in F ist iso- 
morph dem Raum 9° (CR, &,(E, F)) der in 68 bianalytischen Funktionen mit Werten aus 
dem Raum %,(E, F), wobei die Werte lokal gleichgradig stetige lineare Abbildungen von E 
in F sind. Die Isomorphie 7 > T (9) wird geliefert durch T(g)[«] = T[x- A(p, g)], 
x beliebig aus E, und es ist 

N | Fit) ap. 


ni 
Rd UN) 


Bei beliebigem M können i. a. nicht mehr alle stetigen, wohl aber alle beschränkten 
Abbildungen von H(M, E) in F auf diese Weise dargestellt werden (Satz 14). 

Alle stetigen linearen Abbildungen erhält man, wenn man für T lokalanalytische 
Funktionen im weiteren Sinne?) zuläßt. Der Raum L(H(M, E), F) ist isomorph zum 
Raum H%(CM, &,(E, E)) der in CM lokal bianalytischen Funktionen i. w. S., deren 


5) Ist & ein Gebiet, daß 8 und g enthält, so gilt also 
S Aa p)uW(p)dp=0. 
Rd® ie 


®) Eine Funktion f(p), deren Werte lineare Abbildungen eines Raumes E in einen Raum F sind, heißen lokal 
gleichgradig stetig, wenn es zu jedem p, aus dem Definitionsbereich von f eine Umgebung ll (p,) gibt, so daß alle f(p) 
für pell(p,) gleichgradig stetige lineare Abbildungen von E in F sind. 

?) Abgekürzt: lokalanalytische Funktion i. w. S. (vgl. Def. 8). 





78 Tillmann, Dualität in der Funktiomentheorie. 


Werte lokal gleichgradig stetige lineare Abbildungen von E in F sind. Besonders wichtig 
ist der Spezialfall E=K. Der Raum L(H(M), F) ist isomorph zum Raum $% (EM, F) 
der in GM bianalytischen Funktionen i. w. S. mit Werten aus F. 

Wir benutzen folgende Begriffe und Bezeichnungen: 

R ist stets eine Riemannsche Fläche, und Teilmengen von R werden durch große 
Frakturbuchstaben bezeichnet. 

Für die mengentheoretischen Operationen der Vereinigung und Durchschnitts- 


bildung verwenden wir die üblichen Symbole v, U und n,N (z.B. &, v &; n®,), 
i=1 


und GM ist das Komplement der Teilmenge M<NR. 
Die Inklusion M, < M, ist stets so zu verstehen, daß die Gleichheit von M, und M, 
eingeschlossen ist. M, << M, bedeutet, daß M, relativ kompakt in M, ist und auch die 


abgeschlossene Hülle M, von M, noch im Innern von M, enthalten ist. Ist M, < M,, so 
nennen wir M, relativ zu M, einfach zusammenhängend, wenn jedes Gebiet aus M,, dessen 
Rand in M, liegt, ganz zu M, gehört. 


Lineare Räume von analytischen Funktionen und Teilmengen solcher Räume 
werden durch große, fettgedruckte Frakturbuchstaben bezeichnet und /’W, ist die konvexe 


ieI 
Hülle der Mengen W,. Eine konvexe Menge V aus einem Vektorraum heißt kreiskonvex, 
wenn V durch die Drehungen ze” -x (0 <p<2n) in sich abgebildet wird. Diese 
Bedingung ist äquivalent damit, daß mit z,ye V auch «x + ßy zu V gehört, wenn 
|@|+]ß|=s1 ist. Eine Menge B aus einem topologischen Vektorraum E heißt be- 


schränkt, wenn es zu jeder Umgebung V<Eein A >0 gibt, so daß B< AV ist. <x, x’) 
ist das skalare Produkt eines Elementes x € E und eines Funktionals x’ aus dem zu E 
dualen Raume E’, und &(E, F) ist der Raum aller stetigen linearen Abbildungen von E 
in F. Falls er mit der Topologie der gleichmäßigen Konvergenz auf allen beschränkten 
Mengen aus E versehen ist, schreiben wir auch &,(E, F). 


$ 1. Analytische Funktionen mit Werten in topologischen Vektorräumen. 


Es sei E ein lokalkonvexer, separierter, topologischer Vektorraum über dem Körper 
K der komplexen Zahlen. Die Topologie T, von E wird erzeugt durch ein System ® = {V} 
von kreiskonvexen Umgebungen. Jeder solchen Umgebung V entspricht eine Halbnorm 
N,(xz) in E mit der Eigenschaft: 


(1) zeV-N,(a)<1A. 


Die Topologie T, kann also auch durch das System I'= {Ny}y.» von Halbnormen 
definiert werden. Die Separiertheit des Raumes entspricht der Bedingung, daß nur für 
x = (0 alle definierenden Halbnormen verschwinden. 


Kann die Topologie T, durch eine einzige Norm erzeugt werden, so ist E Banach- 
raum (B-Raum) und bei abzählbar vielen definierenden Halbnormen ist E ein Frechet- 
raum (F-Raum), sofern E vollständig ist. 


Definition 1. f(z) sei eine Abbildung des Gebietes ® der komplexen Zahlenebene in den 
topologischen Vektorraum E. f(z) heißt in ® analytisch, wenn für jedes stetige lineare 
Funktional x’ auf E (also x’ € E’) die Funktion x’[f(z)] = (f(z), x’> eine komplexwertige 
analytische Funktion in ® ist. 








Boos 


n 
ir 
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Es gilt ®): f(z) ist danrı und nur dann analytisch, wenn 
a) /(z) schwach stetig ist und der Cauchysche Integralsatz [ f(z) dz = 0 gilt. 
Ä 


KCBPr 


b) f(z) schwach stetig ist und die Cauchysche Integralformel f(z) = ; t_ 





erfüllt (hieraus folgt sogar, daß f(z) stark stetig ist). 

Hinreichend ist die folgende Bedingung: 

c) f(z) ist schwach differenzierbar. 

Falls E halbvollständig ist, ist diese Bedingung auch notwendig. Dann ist f(z) 
sogar beliebig oft stark differenzierbar und es gilt: 


| d 
d) f”(2) ro: 3 nn 


und die Taylorentwicklung 
e) fa+n=- 2 m, 


wobei die Reihe in einer Umgebung | h| er r im Sinne der Topologie von E gleichmäßig 
konvergiert. 
In der Umgebung einer isolierten Singularität z, gilt die Laurententwicklung 
fd dL 


+® j 
f) (zo + h) - 2 a,h" mit = mi m Sagen j 


also auch der Residuensatz 
f f@)dz= £ Res (f,2.). 
T=-RdG yeo® 

Ferner gilt das Maximumprinzip in der folgenden Formulierung: 

g) Sei & einfach zusammenhängend, [’'= Rd ® und f(z) in & analytisch und in 
GT stetig. Ist B eine kreiskonvexe, abgeschlossene Menge in E, die die Funktions- 
werte von f für z € I’ enthält, so enthält B auch alle Werte von f für ze ©. 

Die Laurententwicklung ergibt sich aus der Taylorentwicklung wie bei komplex- 
wertigen Funktionen. Das Maximumprinzip (g) erhält man durch konforme Abbildung 
von & auf die Einheitskreisscheibe und Anwendung der Cauchyschen Integralformel. 


Funktionen auf Riemannschen Flächen. Um die analytischen Funktionen 
mit Vektorwerten in ihrem Gesamtverlauf als eindeutige Funktionen behandeln zu 
können, muß man sie natürlich auch als Funktionen auf Riemannschen Flächen auf- 
fassen °). 

Es sei nun R eine konkrete Riemannsche Fläche, d. h. jedem Punkte pe Rt sei eine 
komplexe Zahl oder oo als Grundpunkt z = p zugeordnet (p = p(2)). Ist p,(2,) bzw. 
P,(©o) ein beliebiger Punkt von R und ist die Verzweigungsordnung in ?, gleich v — 1, 
so wird eine eineindeutige Abbildung einer Umgebung von p, auf eine schlichte Um- 
gebung des Nullpunktes der komplexen t-Ebene gegeben durch: 

(2) p(z) — p(2) =2— 2 =! bzw. Ar = 2 = p 


( = = ausgezeichnete Ortsuniformisierende). 





8) Vgl. A. Grothendieck [3], Theor&me 1. 
9) Als Existenzgebiet der Funktion f(p) erhält man die Riemannsche Fläche, auf die alle die komplexwertigen 
Funktionen <f(p), #'), 2’e E’, gleichzeitig fortsetzbar sind. 
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Eine Funktion f(p), die in einem Gebiet D®<R definiert ist, kann also lokal als 
Funktion einer Ortsuniformisierenden aufgefaßt werden: 


(3) ftp) = (pl) = W. 


Definition 2. Eine Funktion f(p) mit Werten aus dem topologischen Vektorraum E 
heiße in dem Gebiet D<NR analytisch, wenn für alle Stellen p,e® eine Umgebung U(p,) 
existiert, derart, daß für alle p € U(p,) die Funktionen f(p) = f(p(t)) als Funktion der zu p, 
gehörigen Ortsuniformisierenden t analytisch ist. 


Definition 3. /st f(p) in einer Umgebung von p, außer in p, selbst analytisch, so 
versteht man unter dem Residuum von f(p) im Punkte p, den Koeffizienten von a in der 


ep(t) 


Laurententwicklung der Funktion ft) = f(pit)) % nach einer Ortsuniformisierenden 


t ın Po 

Das Residuum hängt von der Wahl der Ortsuniformisierenden nicht ab, sondern 
ist durch f(p) und p, allein bestimmt. 

Durch Zerlegung in Elementargebiete überträgt man nun den Residuensatz auf 
Funktionen auf Riemannschen Flächen. 


Residuensatz. Es sei C eine endliche rektifizierbare Kurve, die ein Gebiet G<< NR 
berandet. f(p) sei in & mit Ausnahme von höchstens endlich vielen Stellen p,,.. -, Pı ana- 
Iytisch und auf & u C noch stetig. Dann ist 


(4) 3. | dp=— A) )d = 2 Res (f(p), p.)- 


Für k = 0 ergibt sich der Cauchysche Integralsatz: 


1 1 
(5) Imi f /(p) dp = ori f f(p(z)) d = 
144 © 


Die Übertragung der Cauchyschen Integralformeln ist jedoch nicht ohne weiteres 


möglich. Dazu ist es erforderlich, einen Ersatz für den Cauchykern ut zu finden. 


& 
Definition 4. Sei R’ eine nichtgeschlossene Riemannsche Fläche. Eine komplexwertige 
Funktion A(p,g) heiße Elementarfunktion 1.Ordnung auf ®’, wenn folgendes gilt: 


1. A(p,g) verhält sich in R,, x R, meromorph. 
2. A(p,g) ist für p +gq (q als Parameter) analytisch. 
3. A(p,g) hat für p = g einen einfachen Pol mit dem Residuum +1. 


Ist also t eine Ortsuniformisierende in p,, T eine Ortsuniformisierende in q,, 50 gestattet 


0 
A (pt), q(r)) 2 in der Umgebung von (P,, 90) die Entwicklung 


A(plt), ıd)) m = Rtt, r) für po + %» 


m 1 


A (p(t), q(?)) - > t—r 7 St, T) für Po ug 90 


wobei R(t, r) und s(t, r) analytisch in t und ı sind. 
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H. Behnke und K. Stein!°) haben nun gezeigt, daß es zu jeder nichtgeschlossenen 
Riemannschen Fläche R’ solche Elementarfunktionen gibt. A(p,g) ist natürlich nicht 
eindeutig bestimmt, da man zu A(p, q) noch beliebige auf R, x R, analytische Funktionen 
addieren kann. 

Unter Benutzung einer solchen Elementarfunktion läßt sich nun die Cauchysche 
Integralformel auch für Funktionen auf R’ mit Vektorwerten übertragen !?). 


Satz 1. Sei ® ein echtes Teilgebiet der Riemannschen Fläche R und C der Rand von 
6. Die Spurkurve C von C sei rektifizierbar und A(p,g) sei eine Elementarfunktion 1. Ord- 
nung auf einer Riemannschen Fläche R’ <R, die & v C ganz im Innern enthält. Dann ist 
für jede in & analytische und in & u C stetige Funktion f(p) mit Werten in E: 


2 
(6) Ip) = zw) f(q) Alq, p)dg für alle pe ®. 


Die Riemannschen Summen ni Z f(q,) A(g,, p) Ag, konvergieren in jedem kompakten 
q,&c 


Teilgebiet von & gleichmäßig gegen f(p) im Sinne der Topologie von E. 

Beweis. Ist & ein relativ kompaktes Teilgebiet von R mit dem Rande C, so gibt 
es stets eine offene Riemannsche Fläche R’<R die & v C im Innern enthält (R’ kann 
z. B. durch Herausnahme eines nicht zu®uvC = ® gehörigen Punktes aus R gewonnen 
werden). Aus dem Residuensatz folgt dann aber unmittelbar: 


HD) = 92; | FO Aa p) dg = Res (f(9)- Ala, pl): 
F 

Sei nun $ ein kompaktes Teilgebiet von ©. Die Funktion A(g, p) ist in C,x R, 
analytisch, also beschränkt durch eine Konstante M. Man kann die Kurve C durch 
endlich viele Elementargebiete ®,, ... ., &; überdecken und jedes dieser Gebiete &,; durch 
eine Ortsuniformisierende t; = t;(g) auf eine schlichte Umgebung des Nullpunktes ab- 
bilden. In (&;nC),x 8, ist A(q, p) gleichmäßig stetig in t;, und p. Zu jedem e > 0 
gibt es ein 6 > 0, so daß aus |t;(g) —t;(q’) | S Ö stets | A(q, p) — A(g’,p)| S e folgt 
für alle pe 8. Da f(g) auf C stetig ist, kann man ö auch so klein wählen, daß für eine 
beliebige kreiskonvexe Umgebung V<E 


fa) —Ma)eV, falls |. () —tld) IS d. 


Sei nun 3 = {gu 91 : - -» ge = 9} eine Zerlegung der Kurve C, die so fein sei, daß 
It(q) —4(gf,1) | S 6"?) ist für alle Punkte gf,, auf C, die zwischen q, und q,,, liegen. 
Dann gilt für eine Verfeinerung 


3 = (9 = (ee Im: - + = te: +1 = 0) 
die Relation 


z f(q,) A(q,, p) 4q, 2 (gu) Algo, P) Aguu 


r zit —Fgu)) A (av P) + Flaru) (A (9 P) — Alam P))} Ag € (V-M + Be) Z| Ag |, 


10) Vgl. A. Behnke-K. Stein [1]. 

1) Für komplexwertige Funktionen wurde dies von H. Behnke-K. Stein (a. a. 0. !%)) durchgeführt. 

12) Man kann ja offenbar voraussetzen, daß die Zerlegung 3 so fein ist, daß je zwei aufeinanderfolgende Teil- 
punkte gq,, 941 und alle Punkte g},, auf C zwischen q, und q,,, in einem Elementargebiet ©, = g;,,, liegen, so 
daß also t; (4,), 4(q;,1) und ;(g/, ,) definiert sind. 
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wo B eine beschränkte, kreiskonvexe Menge in E ist, die die Funktionswerte f(g) für 
qeC enthält. Ist nun U eine beliebige kreiskonvexe Umgebung in E, so wählt man 


Vv r U und & so klein, daß eB<-. " 
S\ag| 


=. lag] U ist. Dann gilt also 


2 f(q,) A(q, p) Ay — L 2 f(g,.) Al ) A e 2 Ag | U<U für alle pe 
Iri ° Gr I9,Pp v Iri r7 vu Ivy P Ivu fIdg| p ö 


Die Riemannschen Summen ee 5 f(g,) A(q,, p) Ag, konvergieren also mit 8-0 gleich- 
mäßig für alle pe & gegen f(p) im Sinne der Topologie T, von E, w. z. b. w. 


$ 2. Lineare Räume von Funktionen auf Riemannschen Flächen. 


Es sei M eine beliebige Teilmenge der Riemannschen Fläche R. 

Definition 5. Eine Funktion f(p) mit Werten in dem Vektorraum E soll lokalana- 
Iytisch in M heißen, wenn f(p) in einer Umgebung U von M eindeutig definiert und in 
jeder Komponente von U analytisch ist. Dabei soll zwischen Funktionen, die auf einer Um- 
gebung von M übereinstimmen, nicht unterschieden werden. 

Ist M ein Gebiet, so ist also eine in M lokalanalytische Funktion nichts anderes 
als eine in M analytische Funktion. Ist M beliebig, so ist eine lokalanalytische Funktion 
f(p) nieht notwendig durch ihre Werte auf M, wohl aber durch ihre Funktionselemente 
in den Punkten von M festgelegt. 

Die Gesamtheit der lokalanalytischen Funktionen in M mit Werten aus E be- 
zeichnen wir mit H(M, E). Falls E= K (Körper der komplexen Zahlen) ist, schreiben 
wir auch einfach H(M) für H(M, X). In den Räumen H(M, E) führen wir nun geeignete 
Topologien ein, die mit der gleichmäßigen Konvergenz verknüpft sind. Zur Definition 
der Topologie in H9(M, E) benutzen wir Räume des folgenden Typs: 

l. Die Räume (ll, E). Es sei U eine offene, relativ kompakte Teilmenge von R 
und U die abgeschlossene Hülle von 1. 

B®(U, E) sei die Gesamtheit der in U analytischen und in u stetigen Funktionen 
mit der Topologie T, der gleichmäßigen Konvergenz in U. Diese Topologie T, wird definiert 
durch die Umgebungen 

(7) u,(u, V) = {f(p); FEB, E)a (pel-fp)eV)}, 
wobei V ein fundamentales Umgebungssystem ® von E durchläuft. 

Satz 2. Der Raum ®B(U, E) ist dann und nur dann vollständig (bzw. normierbar bzw. 
metrisierbar), wenn der Raum E vollständig (bzw. normierbar bezw. metrisierbar) ist. 

Beweis. Der abgeschlossene Teilraum der konstanten Funktionen aus ®(U, E) 
ist zu Z topologisch isomorph. Damit ist die Vollständigkeit (bzw. Normierbarkeit bzw. 
Metrisierbarkeit) von E für die entsprechende Eigenschaft von ®(U, E) notwendig. 

Sei nun E vollständig und ®= {%} ein Cauchyfilter in ®(U,E). Es sei 
%, = {lP)yez: Dann ist &, = {#,} für jeden Punkt pe U ein Cauchyfilter in E, 
konvergiert also gegen einen Vektor g,(p)€ E. Es ist z, also eine Funktion in U mit 
Werten aus E. Da ® Cauchyfilter ist, konvergiert ® aber sogar gleichmäßig gegen g,(P)- 
Als Limes eines gleichmäßig konvergenten Filters analytischer Funktionen ist aber g,(p) 
in U analytisch und auf U noch stetig, gehört also zu ®(U, E). 
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Jeder Halbnorm || x || in E ist eindeutig die Halbnorm ||| f ||| = sup || f(p) || zu- 


geordnet und für konstante Funktionen f(p) = x reduziert sich ||| f ||| auf iz ||. Kann die 
Topologie in E also durch eine (bzw. abzählbar viele) Halbnormen definiert werden, so 
gilt das gleiche von T, in ®(U, E). 

II. Die Räume H(D, E) für offene Mengen ©. Die Topologie T, in H(O, E) sei 
die Topologie der gleichmäßigen Konvergenz im Innern von DO. Wir können sie auf die 
folgende Weise definieren: Die offene Menge DO können wir normal ausschöpfen !3) durch 
eine monotone Folge von Mengen ®;,, die relativ kompakt in O sind. Man kann voraus- 
setzen, daß die &, aus je endlich vielen Komponenten endlichen Zusammenhanges mit 
rektifizierbaren Rändern bestehen und die Bedingung 

(8) G, << &,<<G,<<.<cd; D= U 6: 
erfüllen. Es ist dann offenbar 


(9) $(0, E) = N 8(6,, E), 


und die Topologie 7, ist die Durchschnittstopologie. Sie wird definiert durch die Gesamt- 
heit der Umgebungen 

(10) u,(9, 6, V)= {; FEHO, Ea(lpe&ı-fp)eV}. 

kul,d..;VEeB. 

Satz 3. /st D offen, so ist H(D, E) dann und nur dann ein F-Raum (M-Raum), wenn 
E ein F-Raum (M-Raunı) ist. 

Beweis. Wird die Topologie T, durch ein abzählbares Umgebungssystem 
® = {V;} definiert, so ist {H,(D, &,, V;) = U,(h, i)} ein abzählbares Umgebungssystem 
in H(O, E), dieser Raum ist also metrisierbar. Eine Cauchyfolge {f;} in H(D, E) ist auf 
jeder kompakten Teilmenge von O gleichmäßig konvergent. Wenn E vollständig ist, 
konvergiert {f;} also gegen eine in O analytische Grenzfunktion mit Werten aus E. Der 
Raum 9(D, E) ist also auch vollständig. 

Sei E ein M-Raum. Eine Menge B<$H(0, E) ist dann und nur dann beschränkt, 
wenn alle f€ ® auf jedem kompakten Teilgebiet von DO gleichmäßig beschränkt sind. 
Ist pP, Pas - - - Pmy - . . eine abzählbare, in O dichte Punktmenge, so kann man also aus ® 
eine Teilfolge {f;} auswählen, die in allen Punkten p„ konvergiert. Da die Funktionen 
aus ® in jedem Elementargebiet bezüglich einer Uniformisierenden gleichgradig stetig 
sind, konvergieren die f; aber in jedem kompakten Teilgebiet 8 < © sogar gleichmäßig 
gegen eine Funktion f,, die dann notwendig zu H(D, E) gehört. 

Ist nämlich U = Up.) eine Umgebung von p, in O, die durch die Ortsuniformi- 
sierende t=t(p) auf den Einheitskreis abgebildet wird, so gilt für alle fe ® für eine 
beschränkte kreiskonvexe, abgeschlossene Menge B<E: 


f{p)< B für alle pe U(p.). 
Für p, € U(p,) gilt nun die Cauchysche 77} 


Kt); | 1) au, 


i—h 
je] =1 


f(pı(4)) — f(p(t,)) = I | j (g(t)) {(t — 1) — (tt —4) dt. 


!tj=1 


13) Eine zweite offene Menge &< OD heißt relativ zu DO einfach hängend, wenn jedes endliche Systeın C 
von geschlossenen Kurven aus ©, dasin O berandet (also vollständiger Rand einer "Teilmenge von Ö ist), auch bereits 
in & berandet. Wir nennen eine Ausschöpfung von O durch offene Mengen ©; normal, wenn &,_,<< ®;,ist und wenn 
jedes &; relativ zu © einfach zusammenhängend ist. 
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Ist nun V eine beliebige Umgebung in E, so gilt 3< AV für genügend großes A. Für 


u|is 


EP 6; j 
S5 1—4| 7 gilt also: 


f(pılt)) — F(pelt)) EV für alle EB. 


In der Umgebung U, = {p; |t| sap = p(t)} sind also die Funktionen aus ® gleich- 
gradig stetig. Die Folge der Funktionen f, € ® konvergiert also nicht nur in den Punkten 
Pıs =: Pm - » ., sondern in allen Punkten von ©, und zwar ist die Konvergenz gleich- 
mäßig in jedem kompakten Teilgebiet &<&0, da 8 durch endlich viele solcher Um- 
gebungen U, überdeckt werden kann. Die f; konvergieren also im Sinne der Topologie , 
von H(D, E) gegen f,. Die beschränkte Menge B< H(O, E) ist also relativ kompakt. 

Aus dem Beweis geht zugleich hervor: 

Ist in E jede beschränkte Menge relativ kompakt, so gilt das gleiche auch in 
9(D, E), auch wenn E und damit $(O, E) kein F-Raum ist. 


Satz 4. Es seien D,, O, zwei offene Mengen und D, < D,, ferner sei OD, relativ zu D, 
einfach zusammenhängend. Dann ist $(D,, E) in H(O,, E) dicht. 

Beweis. Sei # eine beliebige kompakte Teilmenge von ©, und K<O<O<O, 
und der Rand von Ö rektifizierbar. Man kann O so wählen, daß es relativ zu ©, einfach 
zusammenhängend ist. In O gilt nun für eine beliebige Funktion fe $(0,, E) 


fp) = _ f f{q) A(q, p) dg = lim e. 2 /(q,) A(q» p) Ag. 
Rd ü 
A (q,, p) ist eine analytische komplexwertige Funktion in ©. Da © relativ zu ©, einfach 
zusammenhängend ist, läßt sich A(g,, p) nach einem Satz von H. Behnke-K. Stein !*) 
im Innern von Ö, also insbesondere auf 8, durch in ©, analytische Funktionen A, ,‚(p) 
gleichmäßig approximieren. Dann konvergieren die Funktionen 


fu.) = u; 210) A,.. (0) 49, für e>0 und 408) - 0 


auf 8 gleichmäßig im Sinne der Topologie T, von E gegen f(p). Der Raum $(0,, E) ist 
also in H(D,, E) dicht. 

Satz 5. Ist E, dicht in E, so ist $(D, E,) dicht in (8, E). 

Beweis. Für jede kompakte Teilmenge 8 von OÖ gibt es eine in O relativ kompakte 


und relativ einfach zusammenhängende offene Menge O,> &. Ist V eine beliebige Um- 
gebung in E, so gibt es eine Zerlegung & des Randes von D,, so daß fürpe 


4 1 
Ip) — öri = (q,) A(q,, p) Ag € 3 Vv. 


Da ©, relativ zu OÖ einfach zusammenhängend ist, kann man A(g,, p) durch eine in O 
analytische Funktion A, , (p) approximieren, so daß für pe X 


1 M 1 


Da nun E, in E dicht ist, kann man noch die f(g,) € E durch Vektoren f, aus E, ersetzen, 


so daß 


1 1 
Im U, —fq,) A, .,(P) dq,e€ 3 V 


“) A,a.0.2). 
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ist. Insgesamt erhält man damit 


1 
MP) — 5; 21.A,..,(p) Ag, € V für alle pe; 


also liegt _ Z3/,A, .,(P) Ag, € H(D, E,) in f(p) +U,(O,8,V). Da 8 und V beliebig 


waren, liegt also H(O, E,) in H(0, E) dicht, w. z. b. w. 

Offenbar wird die Topologie T, in H(D, E,) von der Topologie T, in H(0, E) in- 
duziert, wenn die Topologie in E, durch 7, induziert ist. 

Jedenfalls ist also eine stetige lineare Abbildung von $(O, E) bereits durch ihre 
Werte auf H(0, E,) vollständig festgelegt. 

III. Die Räume H(M, E) für beliebiges M. Es sei S(M) das System aller 
offenen Mengen DO > M, in denen jede zusammenhängende Komponente wenigstens einen 
Punkt von M enthält. Dann ist offenbar 

(11) N= nd. 

DO<EeeM) 

Da jede in M lokalanalytische Funktion in einer ganzen Umgebung OÖ > M lokal- 

analytisch ist, gilt: 

TECH) 
Die Topologie ZT, in H(M, E) sei die Topologie der lokalkonvexen Hülle der Räume 
H(O, E), d.h. die feinste lokalkonvexe Topologie, die auf jedem H(O, E) eine Topologie 
induziert, die gröber als die Topologie T, von H(D, E) ist. T, wird erzeugt durch die 
Umgebungen 


(13) MM, {DÖ, G-, 1} = 7 u,(0, G,, he) 
DEEM) 


At; f= Fafın 2|a| SIafrchhlO,, Gr Kl: 
1 


Falls M offen, also Me S(M) ist, gilt: 
MM, Gars Ir) < N,(M, {Ö, G,, V.)), N,(M {Ö, Gans Y}) < u, (M, Ga; Ir). 


Dann stimmt also die Topologie T, mit 7, überein. 
Ist M abgeschlossen, so gibt es bereits eine abzählbare monotone Folge von Mengen 
D;Ee S(M), deren Durchschnitt gleich M ist. Da jede Menge De S(M) dann eine der 


Mengen ©, enthält, ist auch 9(M, EZ) = U $0,, E) = U 80, E). 
i=1 i=1 
Die Mengen 
(14) HM, (04, 6, 4) = TS, V) HM, E) 
i=1 


bilden ein fundamentales Umgebungssystem der Topologie T, von H(M, E). 
Wir bestimmen nun die beschränkten Mengen des Raumes H(M) = H(M, K). 


Satz 6. Ist M eine kompakte Teilmenge der Riemannschen Fläche R, so güt: Eine 
Menge B<H(M) ist dann und nur dann beschränkt, wenn alle Funktionen fe ® in einer 
ganzen Umgebung D>M analytisch und gleichmäßig beschränkt sind. 

Beweis. Nach Satz 2 ist mit X auch ®(0©,, X) ein Banachraum. H(M, K) ist also 
die lokalkonvexe Hülle der Banachräume ®(0O,, K). Es sei ®, die abgeschlossene Ein- 
heitskugel in 8(©,, X), d.h. 8 = 1,(0,|x| = 1). Die Menge 8, ist also beschränkt 
in dem M-Raum $(0,, K), also relativ kompakt in diesem Raum. Da die Topologie T, 
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in B(O;+,, K) wegen D;,, < O, gröber ist als die Topologie von $(D;, Ä), ist ®,; dann erst 
recht relativ kompakt in ®(O,;,, X). Nach einem Satz von J.S.e Silva!) folgt dann, 
daß eine Menge aus H(M, X) dann und nur dann beschränkt ist, wenn sie in einem der 
Räume 8(8,, K) enthalten und dort beschränkt ist. 


Satz 7. Ist M eine beliebige Teilmenge der Riemannschen Fläche R, so gilt: Eine 
Menge B<H(M) ist dann und nur dann beschränkt, wenn alle Funktionen fe ® in einer 
offenen Menge DO >®M analytisch und auf jeder kompakten Teilmenge von D gleichmäßig 
beschränkt sind. 

Beweis. Sei p ein beliebiger Punkt aus M und X, die Gesamtheit aller Funktionen 
aus H(M), die in der Umgebung von p identisch verschwinden. Der Quotientenraum 
S(M)/g, ist dann enthalten in $({p}) und die durch die Topologie von H(M) in SM) /x, 
induzierte Topologie ist feiner als die Topologie von H({p}). 

Das Bild von ® bei der natürlichen Abbildung von H(M) auf My, <H({p}) ist 
also beschränkt in $9({p}). Ist /, das Funktionselement von f€ ® im Punkte p, so sind 
nach Satz 6 alle f, in einer Umgebung U,=W(p) analytisch und gleichmäßig beschränkt. 

Es sei nun OÖ= U U,. Dann ist © eine offene Menge, die M enthält, auf der alle 


PEM 
fe ® analytisch sind. Ist 8 eine kompakte Teilmenge von D, so wird $ bereits durch 
endlich viele Umgebungen U, ,.. ., U, überdeckt. Da die Funktionen fe ® in jedem 


U,. gleichmäßig beschränkt sind, sind sie auch auf 8< U U,, gleichmäßig beschränkt, 
D 1 ı 


w. z. b. w. 
Satz 5. Ist E, dicht in E, so ist H(M, E,) dicht in H(M, E) für jede Menge M-NR. 
Beweis. Sei f(p) e H({M, E) = U H(D, E). Dann ist f also in einem Raume H(9, E) 
enthalten. Da die Topologie in H(M, E) gröber ist als die von $(O, E), kann f nach 
Satz 5 durch Funktionen aus H(O, Z,) approximiert werden. Da H(0, E,) aber in 
HM, E,) enthalten ist, gehören die approximierenden Funktionen also dem Raume 


HM, E,) an. 


$ 3. Der zu H(M, E) duale Raum. 


Wir wollen nun die Gesamtheit der stetigen linearen Funktionale auf H(M, E), 
d.h. den zu H(M, E) dualen Raum, bestimmen. Es bedeutet offenbar keine Einschrän- 
kung der Allgemeinheit, wenn wir annehmen, daß die Riemannsche Fläche R offen ist. 
Denn ist M eine echte Teilmenge von R, so gibt es stets eine offene Fläche R’<R, die 
M umfaßt. 

Ist aber R eine kompakte Fläche und WM = R, so besteht der Raum H(M, E) nur 
aus den konstanten Funktionen, ist also zu E topologisch isomorph. Im folgenden sei also 
M Teilmenge der offenen Fläche R. Ist u[f(p)] ein stetiges lineares Funktional auf 
HM, E), so bildet u eine ganze Umgebung 


(15) N,(M, {Ö, G., K.)).= TU (DO, Ö;., h) 


in den Einheitskreis ab. u ist also erst recht auf H(D, E) für beliebiges D € S(M) stetig. 
Eine beliebige Funktion fe H9(M, E) ist noch lokalanalytisch auf einer offenen Menge 
DE S(M), gehört also zu H(O, E). Da u die Umgebung 


u, (D, G., V.) = u,(6,, v,) nN Hd, E) 


15) J. Sebastiao e Silva, [8], S. 34. 
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in den Einheitskreis abbildet, ist u stetig in dem Raume ®(6,, E). Da dieser Raum lokal- 
konvex ist, läßt sich das Funktional u stetig auf den ganzen Raum ®(®,, E) fortsetzen 
zu einem Funktional u, das W,(&., V.) in den Einheitskreis abbildet. (Es zeigt sich 
später, daß H(O, E) in B(&., E) dicht ist, so daß die Fortsetzung u durch u eindeutig 


bestimmt ist.) Ist nun $ ein abgeschlossenes Teilgebiet von O, das &, ganz im Innern 
enthält und einen rektifizierbaren Rand besitzt, und ist A(g, p) eine Elementarfunktion 
1. Ordnung auf R, so gilt in 9: 


1 
(16) IP) = 5,; [ro Au, p) dq. 
Rd 9 
Da die Riemannschen Summen des Integrals nach Satz 1 in ©, gleichmäßig, also im 
Sinne der Topologie T, in 8(&,, E) konvergieren, ist das Funktional u mit der Integration 
vertauschbar: 


I, 
ul = ul= 5,; | write Aa, plan. 
Rd 9 
Wir untersuchen nun das Funktional u[x : A (q, p)] für irgendeinge LG, = R — G.. 


Da A(g, p) für jedes q als Funktion von pe 6, gleichmäßig beschränkt ist, hängt 
u[x  A(g, p)] für jedes q stetig von x ab, ist also ein stetiges lineares Funktional auf E: 


(17) u[x  A(q, p)] = u’(g) [x] = (x, u’(g)). 


u'(g) ist also eine in IHOR definierte Funktion mit Werten aus dem zu E dualen Raum E’ 
und wir haben: 


1 
18) ung; | HD. wi» a. 
Rd 9 
Wir können nun zeigen, daß u’(g) eine analytische Funktion mit Werten in E’ ist. 
Sei B eine beschränkte Menge in E und x ein Element aus B, ferner r eine Orts- 


uniformisierende in g, € 0.. Dann konvergiert e {A(g(r) + h),p) — A(g(r), p)}für h—0 


> 
gegen > A(q(r),p) und zwar gleichmäßig in pe &,, da A(g,p) analytisch ist. 


/ \ r 
(=, 2 {u’(q(t + h)) — w(a))} ) =u p . +4 (ga(T + h),p) — A (g(r), p)}| konvergiert 


also gleichmäßig für alle xe B gegen u|x- 14 A(g(r), p)). Das heißt aber, u’(g) ist eine 


analytische Funktion von g mit Werten in dem zu E dualen Raum E’ mit der starken 
Topologie T, = T,(E’, E) für ge 0G.. 

Da © eine beliebige offene Menge aus S(M) war, gibt es also zu jedem D* € S(M) 
eine Menge ®.., derart, daß u’(g) in (G.. analytisch ist. u’(g) ist also auch analytisch in 
der Vereinigung 

= 106. = EnG.>0M. 
U’ ist eine offene Menge, deren Komplement eine kompakte Teilmenge von M ist. u’(g) 
definiert also eine lokalanalytische Funktion in GM, d.h. es ist u’(g) EHEM, E’). 
Darüber hinaus ist u’(g) lokal gleichgradig stetig, d.h. zu jedem q, € U’ gibt es 


eine Umgebung U(g,), derart, daß alle w’(g), mit q € U(g,) gleichgradig stetige lineare Ab- 
bildungen von E in den Körper der komplexen Zahlen sind. 
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go € U’ ist enthalten in einer der oben benutzten Mengen 0... Man kann U (g,) 
also so wählen, daß es ganz im Innern von (.. enthalten ist. Dann ist A(g, p) für 
g€ U(go), P& ©.. beschränkt durch eine Konstante M. 

Da für fEN,(G.., %.) stets | u[f]| s 1 gilt, erhält man 


|<, u (g)) | = |ulr' A(q,p)] Se für ge U(g,) 


und alle x aus der Umgebung V = 7 Veo- 
Wir haben also bewiesen: 


Satz 8. Jedem stetigen linearen Funktional u[f] auf H(M, E) läßt sich eine lokal 
gleichgradig stetige Funktion u’(g) aus dem Raume H(ÜM, E’) zuordnen, derart daß 


U BIO) 
Rd 9 


ist, wobei N) ein abgeschlossenes Gebiet mit stückweise glattem Rand ist, derart, daß f(g) in $ 
und u’(g) in 09 analytisch ist. u’(g) gestattet die Darstellung 


j Ta, er 1 
(z, u’ (g)) = mi fe A(q, p), u’(p)) dp, 
Rd 9 
97 PR Ze A .- 
(= 9,; | A(q, p)u’(p)dp für ge 69. 
Rd 9 
HAEM, E’) sei die Gesamtheit aller Funktionen mit Werten aus E’, die im Kom- 
plement einer kompakten Teilmenge von M analytisch und lokal gleichgradig stetig sind, 


wobei zwei Funktionen, die im Komplement einer kompakten Teilmenge von M überein- 
stimmen, identifiziert werden. 


Definition 6. Eine Funktion f(p) heiße in GM bianalytisch (bezüglich A(p, q)), 
wenn f(p) im Komplement einer kompakten Teilmenge & von M analytisch ist und 


MD = 3; [ARD Ida für pe os 


Rd 9 


(19) 





ist, wobei $ eine ® ganz im Innern enthaltende abgeschlossene Menge ist, die p nicht enthält. 
Zwei Funktionen, die im Komplement einer kompakten Teilmenge von M übereinstimmen, 
werden dabei als identisch angesehen. 

Ist z.B. R die offene Ebene und A(L, z) = (£ — 2)-!, so ist eine Funktion f(z) in 
einer Menge EM = R— M bianalytisch, wenn f(z) in GM und & analytisch ist und in 
oo verschwindet. 

f(z) ist also bianalytisch in GM dann und nur dann, wenn f(z2) n 2 — M = [Mu x 
im Sinne von L. Fantappie !*) biregulär ist. 

Es sei nun 9° (EM, E’) die Gesamtheit der in GM bianalytischen Funktionen mit 
Werten aus E’, deren Werte lokal gleichgradig stetige lineare Funktionale auf E sind. 
Die den stetigen linearen Funktionalen u[f] auf H(M, E) zugeordneten Funktionen u’(g) 
gehören also dem Raume $% (EM, E’) an. 

Sei nun u’(g) ein beliebiges Element von $% (EM, E’). Es ist im Komplement einer 
kompakten Teilmenge 8 < M analytisch und lokal gleichgradig stetig. 


16) Vgl. P. Levy, Problömes conerötes d’analyse fonetionelle, Quätriöme Partie (par F. Pellegrino). Paris 1951. 
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Sei O<S(M) und 6, eine kompakte Teilmenge von ©, die 8 ganz im Innern 
enthält. u’(g) ist auf der kompakten Menge Rd ®, gleichgradig stetig, also gilt 


| (x, u’(g)) | SA für alle x aus einer Umgebung VW, € E. Ist A, = Fin ‚ so bildet das 


durch RGo 


(20) ul = 3; | Io, wa) da 
Rd 65 
definierte Funktional die Umgebung U, (DO, &., AyY,) < HD, E) in den Einheitskreis ab, 
und u[f] ist von der Wahl von 6, unabhängig, da (f(g), u’(g)> eine komplexwertige, 
analytische Funktion ist. u[f] ist also ein stetiges lineares Funktional auf $(0©, E). Da 
dies für jedes DE S(M) gilt, ist u auch stetig auf H(M, Z); denn es gilt |u[f]| si 
für alle 


(21) fe MM, {Ö, G,;, in 1797) une Tu, (DO, G., An VW): 


u’(g) ist durch u eindeutig bestimmt: 


1 
“ud = 5; | 1% Al, p) u’(p)) dp 
(22) a) - 
=. | @ AGD) W(p)) dp = uple- AG, D)). 


Sei nun DES(M) und &,< GE <<D und G# relativ zu DO einfach zusammen- 
hängend. Für ge 0&% läßt sich z- A(g, p) gleichmäßig auf &£ durch Funktionen 


2 fn(PIEHD, E)< HM, E) 
approximieren!?). Wegen (21) gilt dann aber 
(23) u,[®  A(q, p)] = lim u[x- f,„(p)]- 


Damit ist u’(g) in 0&$, und da DO € S(M) beliebig war, in UC&$ = En && = (K*>EM 
eindeutig durch die Werte des Funktionals u für Funktionen aus H(M, E) bestimmt. 

Die Abbildung u — u’(g) ist also eine Isomorphie des zu H(M, E) dualen Raumes 
HM, E) mit H(LM, E'). 

Ist w’(g) eine beliebige Funktion aus H(LM, E’), so ist w’ eindeutig zerlegbar in 
die Summe einer Funktion v’ ce H°(R, E’) und einer Funktion u’ € H (EM, E’): 

w'(g) ist analytisch im Komplement einer kompakten Teilmenge &< M. 


N) und @ seien zwei kompakte Mengen, so daß 8 ganz im Innern von 9 und 0) ganz 
im Innern von & enthalten ist. In ® — 9 = ®, gestattet w’(g) die Darstellung 


1 
 EZOET 
Rd G, 
4 BE DE 
u [vw 4, gqdp + 2 | w’(p) A(p, g) dp 
Rd ® Rd 9 
= vd + ug). 


) A.a.0.!). 
Journal für Mathematik. Bd. 195. Heft 1/2. 
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v’(q) ist analytisch und lokal gleichgradig stetig in ©. Durch Änderung des Gebietes 
& ändert sich aber v’(g) nicht, und da © beliebig groß gewählt werden kann, ist v’(g) 
auf der ganzen Fläche R analytisch und lokal gleichgradig stetig, gehört also zu HR, E’). 

u’(q) ist im Komplement von $ analytisch und lokal gleichgradig stetig. Da $ nur 
die kompakte Teilmenge 8 im Innern enthalten muß, ist u’(g) in G8 analytisch und lokal 
gleichgradig stetig. 

Für v’(g) gilt jedenfalls 

fv'(p) Alp, g) dq = 0 


und damit 18) 


(25) u’(g) = I f (w(p) — v’(p)) Alp, q) dp = 2 f u’(p) A(g, p) dp. 
Rda9 Rad 
u’(g) ist also bianalytisch in 68, gehört also zu H% (CM, E’). Eine Funktion 
v’ E HR, E’), die bianalytisch in GM ist, verschwindet aber identisch. Denn es gilt dann 


’ Ze 1 um | 
(= 5; h (p) A(q, p) dp. 
Rd 9 
Andererseits verschwindet aber das Integral, da der Integrand in Ö analytisch ist. 
Die Zerlegung w' = v’ + u’ ist also eindeutig, d.h. es gilt die direkte Summendarstellung 
(25a) H(EM, E') = HM, E)eH(R,E') 
und damit 
(26b) H, (EM, E') = H(EM, E)/H'(R, E'). 
Damit haben wir eine Darstellung des dualen Raumes zu H(M, E) gefunden, die. nicht 
mehr von der speziellen Wahl der Elementarfunktion abhängt. 
Satz 9. Der zu H(M,E) duale Raum H(M,E) ist isomorph zu dem Raume 
(CM, E’), der wieder zu dem Quotientenraum H(EM, E')/H°(R, E’) kanonisch isomorph 
ist. Die Isomorphie von $'(M, E) und H(EM, E’) wird gegeben durch die Zuordnung 
(27) u—u’(g), wobei <x, u’(g)) = u,[x  A(g, p)] 
ist. Die duale Paarung von H(M, E) und 9° (EM, E’) lautet 


(28) ul = Ch =; | Hp) wip) ap, 
Rd S 


wobei f(p) in N) und u’(p) in 09 analytisch ist. Zwei Funktionen u/(p) und u;(p) aus 
H(EM, E’) erzeugen dann und nur dann das gleiche Funktional u, wenn ihre Differenz auf 
der ganzen Fläche R analytisch ist. 


Korollar. /st M, relativ zu M, einfach zusammenhängend, so ist (M,, E) in H(M,, E) 
dicht. 

Beweis. Jedes stetige lineare Funktional u auf H(M,, E) ist charakterisiert durch 
die in GM, bianalytische Funktion 


Se, u’(g)) = u,le  A(q, p)]- 
Wir wollen zeigen, daß u’(g) durch die Werte von u für Funktionen aus H(M,, E) ein- 


deutig bestimmt ist. Es gibt eine kompakte Teilmenge 8 < M,, so daß u’(g) in GR ana- 
lytisch ist. Wir können annehmen, daß & relativ zu M, einfach zusammenhängend ist. 


18) Mit A(p, q) ist nach Def. 4 auch — A(g, p) eine Elementarfunktion 1. Ordnung auf R. 
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(Wäre das für & noch nicht der Fall, so könnten wir & zu einer relativ zu M, einfach 
zusammenhängenden kompakten Menge 8* < M, erweitern, indem wir zu & alle Gebiete 
aus M,, deren Rand in $ liegt, adjungieren.) Da relativ zu M, und M, relativ zu M, 
einfach zusammenhängend ist, ist & offenbar relativ zu M, einfach zusammenhängend. 
Wir unterscheiden nun zwei Fälle: 

a) M, ist kompakt. Dann enthält jede zusammenhängende Komponente von (& 
wenigstens einen Punkt von GM,. Nehmen wir nämlich an, & sei eine Komponente, für 
die dies nicht richtig wäre, so ist & ein Teilgebiet von M,, dessen Rand zu & gehört. Das 
ergibt also einen Widerspruch zu der Tatsache, daß & relativ zu M, einfach zusammen- 
hängend ist. 

Zu jeder Komponente &;< 8 wählen wir einen Punkt ge EM, (t, sei eine Orts- 
uniformisierende in g;) aus. Die Funktion u’(g) ist dann in 68 vollständig bestimmt durch 
ihre Funktionselemente in den Punkten g;, d.h. durch die Werte des Funktionals u für 
die zu H(M,, E) gehörigen Funktionen 


| 2 x A(q(tı), P)) = [e . 4 A (q(t,), P)) „i=012...). 
öf; 1=% ol; 1=4; 

b) Ist M, nicht kompakt, so können wir für alle Komponenten &; < 68, die relativ 
kompakt in R sind, die gleichen Schlüsse wie in a) durchführen. Für diejenige Komponente 
&<08, deren Komplement kompakt ist (es gibt offenbar genau eine solche Komponente) 
kann es sein, daß ® keinen Punkt von 0M, enthält. Daher wählen wir eine offene Menge 
6*< R, die das Komplement von & ganz im Innern enthält und die relativ zu R einfach 
zusammenhängend ist. Nach dem Approximationssatz von Behnke-Stein können wir 
die Funktion A(g, p) für g€ 66* gleichmäßig im Innern von ®* durch Funktionen 
f,.n(p) approximieren, die auf der ganzen Fläche analytisch von p abhängen. Da die 


Konvergenz der f, „ also in einer ganzen Umgebung U(8) (®<U<1U< ®*) gleichmäßig 
ist, folgt: 


u,[2  A(q, p)] = lim u„[x  f,„(p)] = lim u[x : f,.(p)], 


so daß also u’(g) auch in (0) eindeutig durch die Werte von u für Funktionen aus H(M,, E) 
festgelegt ist. Wenn aber jedes stetige lineare Funktional in H(M,, E) bereits eindeutig 
durch seine Werte auf dem Teilraum H(M,, E) festgelegt ist, muß dieser Teilraum in 
H(M,, E) dicht sein, w. z. b. w. 

Es ist 

(29) HM E)= U HllR,E). 

KM, RK kompakt 

In 9°, (68, E’) ist die Topologie T, definiert, da H (CK, EZ’) in H(C8, E’) enthalten ist. 
Die Topologie T, in H (EM, E’) = U H%, (8, E’) sei die Topologie der lokalkonvexen 
Hülle. Sie wird definiert durch die Umgebungen 


(30) U(CM, {08, u, Va}) = U (Os, Valle, E). 


Falls M kompakt ist, stimmt in 9° (CM, E’) die Topologie T;, mit T, überein. 

Wir suchen nun den zu 9% (CM, E’) dualen Raum zu bestimmen. Eine Funktion 
u’ (4) € HI (CM, E’) ist in dem Komplement einer kompakten Teilmenge 8 < M analytisch. 
Ein stetiges lineares Funktional f[u’(g)] auf H%(CM,E’) bildet eine Umgebung 
N; (CM, {C8, &,, Vz), also auch U,&,, V4) " 9% (CR, E’) in den Einheitskreis ab. 

f ist also stetigin ®B(&,, V,) und läßt sich stetig auf diesen ganzen Raum fortsetzen. 


12* 
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Ist nun $, eine kompakte Teilmenge, die 8 ganz im Innern enthält und selbst ganz 
in C&, enthalten ist, so gilt: 


u'(q) = in f A(q, p) u'(p) dp, 
Rd 99 


und da die Riemannschen Summen des Integrales auf &, gleichmäßig konvergieren: 


(34) Mu) = gu; | 1lA@ pw oildp. 


Rd Se 


f„LA(q, p) : x] ist ein stetiges lineares Funktional auf E für jedes p € 0S, >. Da 
eine beliebige kompakte Teilmenge von M war, ist also für jedes p aus einer Unigebung 


von M ein stetiges Funktional f(p) auf E’ definiert durch 
(32) <@, Ip) = AılA(q, p) =. 


Ist t eine Ortsuniformisierende in p,€ 06,, so un ang die Differenzen- 
quotienten 


in einer Umgebung |t| s ö als Funktionen von g auf &, gleichmäßig. Infolgedessen 
konvergieren die Differenzenquotienten von A(g, p) x’ für alle x’ aus einer beliebigen 


beschränkten Menge im E’ gleichmäßig für alle p € 06,. 

Berücksichtigt man wieder, daß & eine beliebige kompakte Teilmenge von M ist, 
so erhält man, daß /(p) eine in M analytische Funktion mit Werten in dem zu E’ stark 
dualen Raume EZ”, f{p) e HM, E”) ist. 

Für das Funktional f erhält man die Darstellung 


(33) fu (= - | <u’ (p), Fp)) dp. 


2ni 
Rd 99 x 
Wir machen nun die Voraussetzung, daß E total reflexiv ist, d.h. es soll E= E’ 
sein und die starke Topologie in E’’ mit der in E gegebenen Topologie T, übereinstimmen. 
Dann gehört also f zu dem Raume H(M, E). 


Umgekehrt erzeugt auch jede Funktion ftp) & HM, E) ein lineares Funktional 
f auf H%, (CM, E’). Wir zeigen, daß dieses Funktional stets stetig ist bezüglich der Topo- 
logie %;: 

f(p) ist analytisch in einer offenen Menge U >M. Sei 8 eine beliebige kompakte 
Teilmenge von M und 8 << 9, <<. Auf der kompakten Menge Dr ist fi (p) beschränkt. 
Es gibt also eine beschränkte kreiskonvexe Menge B< E mit ftp) € B für alle pe 9: 
Dann gilt für alle Funktionen u’(p)c$% (CR, E’), die der Umgebung 


n,(08, 09, Ss, Ya) = W095 Se, Va) n HUOR, E') 


mit &, >>, und V, = « B® angehören: 


an 
S \dp| 
Rd ög 


IS Tg lo NWS. 


Ride 
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Die gleiche Abschätzung gilt dann für alle u’(g) aus der konvexen Hülle 
WEN, {08, 095 Gs, Va) = TU(ER, CH 0 Su, Vo). 


Es ist also bewiesen: 

Satz 10. Der zu 9° (EM, E’) mit der Topologie T;, duale Raum ist isomorph zu $(M, E), 
sofern nur E ıotal-reflexiv ist. 

Nach dem Satz von Mackey-Arens'?) ist die feinste Topologie in dem zu $ dualen 
Raum $’,. die wieder $ als dualen Raum liefert, die Topologie T, der gleichmäßigen 
Konvergenz auf den schwach relativ kompakten Teilmengen von &. Nach Satz 10 ist 
also die Topologie T; in 9°, (CM, E’) = $’(M, E) gröber als die Topologie T, dieses Raumes. 

In einem lokalkonvexen Vektorraum ist aber jede schwach relativ kompakte Menge 
schwach beschränkt uud jede schwach beschränkte Menge beschränkt. Das System der 
beschränkten Mengen in H(M, E) enthält also alle schwach relativ kompakten Mengen. 
Damit ist die starke Topologie 7, in 9, (CM, E’) feiner als die Topologie 7. Es ist also 
auch X, feiner als die Topologie T;. 

Korollar. /st E total reflexiv, so ist die starke Topologie T, in dem zu H(M, E) dualen 
Raum (EM, E') feiner als die Topologie T;. 

Für den Spezialfall, daß E der Körper der komplexen Zahlen ist, es sich also um 
komplexwertige analytische Funktionen handelt, können wir nun die Umkehrung 
beweisen. 

Satz 11. Die starke Topologie T, in dem zu H(M) dualen Raume 9°, (EM) stimmt mit 
der Topologie %;, überein. H(M) ist also reflexiv. 

Beweis. Sei ® eine beschränkte Menge in 9(M). Es gibt dann eine offene Menge 
O>M derart, daß ® in H(O) beschränkt ist (Satz 5). Ist 8 eine beliebige kompakte 
Teilmenge von M, so gibt es eine kompakte Teilmenge 8< DO, die 8 ganz im Innern 
enthält. Auf ® sind aber alle fe ® gleichmäßig beschränkt: 


If{p)| S Bz für pe und fe ®. 


Die zu ® polare Menge 8° aller Funktionale u’, für die |u[/f]| s1 ist für alle fe ®. 
enthält dann insbesondere die Umgebung 4, (08, &; n 8, Vz), wobei &z die Menge & 


ganz im Innern enthält und V; = Iz; |x]|- f dp | = -B; s 1) ist. Denn für u’(g) 


aus dieser Umgebung gilt Ba ft 


<p), w(p)) < 2x(f | ap |)". 
Da die T,-Umgebung 8° konvex ist, enthält ®° auch die konvexe Hülle 
(34) (Cm, {68, 6 u 6, v;) en TU,(68, G; er 68, v,), 
also eine T;- Umgebung in $% (CM). Die Topologie T; ist also feiner als T,. Da das Um- 


gekehrte bereits gezeigt ist, folgt die Gleichheit beider Topologien. 


It E=E’ und M=Ö eine offene Menge auf R, so läßt sich der obige Beweis 
für die Übereinstimmung von T, und T, in 9° (60, E’) fast wörtlich übertragen, da in 
9(O, E) auch jede beschränkte Menge auf jeder kompakten Teilmenge von Ö gleich- 
mäßig beschränkt ist. Es gilt also auch 

Satz 12. Ist E ein total-reflexiver Raum, so gilt für jede offene Menge O<R: In 
9" (CD, E’) stimmt die starke Topologie T, mit der Topologie T,, überein. 


19) Vgl. J. Dieudonne-L. Schwartz [2], S. 64. 
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Es bleibt die Frage offen, ob dies auch für beliebige Mengen richtig ist. Es gilt 
jedenfalls, wenn man zeigen kann, daß jede beschränkte Menge in $9(M, E) in einem 
H(D, E) mit DO aus S(M) enthalten und dort beschränkt ist ?°). 


$ 4. Stetige lineare Abbildungen der Funktionenräume auf Riemannschen Flächen. 


Für eine beliebige kompakte Teilmenge & <#R bestimmen wir die Gesamtheit der 
stetigen linearen Abbildungen des Raumes $($, E) in einen lokalkonvexen Vektorraum F. 

Satz 13. Ist 8 eine kompakte Teilmenge der Riemannschen Fläche R und F ein 
separierter lokalkonvexer Vekiorraum, so gilt: Jeder stetigen linearen Abbildung T des Raumes 
H(8, E) in den Raum F läßt sich eindeutig eine in 8 bianalytische Funktion T(p) mit 
Werten aus dem Raum &,(E, F) der stetigen linearen Abbildungen von E in F zuordnen, 
wobei die T(p) lokal gleichgradig stetige Abbildungen von E in F sind, d. h. es gilt 

T ES (08, &,(E, P)). 

Umgekehrt erzeugt jede Funktion aus 9°, (ER, 2,(E, F)) eine stetige Abbildung von 
H(R, E) in den Raum F, sofern F halbvollständig (folgenvollständig) ist (oder falls in F die 
kreiskonvexe Hülle einer kompakten Mrıge stets wieder halbkompakt ist.) Dann gilt also: 

(35) UHR, E), 7) & HH (OR, $,(E, F)). 
Die Isomorphie wird vermittelt durch die Zuordnung: 
| T(g) [x] =pı Tlz- AP); z€ E 

N Pi 
TE =; | Foritoap. 


| Ra ÜL(R) 
Beweis. Ist f({p)Ee H(8, E), so läßt sich diese Funktion in einer offenen Menge 


(36) 


UK) > KR durch das Cauchyintegral f(p) = ae f f(g) A(g, p) dqg darstellen. Da die 
’ .RAU(K) 

Riemannschen Summen des Integrals im Innern von U($) gleichmäßig, also im Sinne 

der Topologie T, von H(R, E) konvergieren, ist die Abbildung 7 mit dem Integral 


vertauschbar: 


TO = 95; | Ti» A Pag. 


Für jedes g € GR ist durch T (9) [x] = T,[x : A(g, p)] eine stetige lineare Abbildung von 
E in F definiert, da A(g, p) als Funktion von p in einer Umgebung von & beschränkt ist. 
Den Raum &(E, F) der stetigen linearen Abbildungen versehen wir mit der Topologie 7, 
der gleichmäßigen Konvergenz auf den beschränkten Teilmengen von E und bezeichnen 
den Raum dann mit 2,(E, F). Wir zeigen nun, daß f (g) eine in GR analytische Funktion 
mit Werten aus ®,(E, F) ist. Ist t eine Ortsuniformisierende in g, so ist 


1 0 u 
7 {Age + h), pP) —A(g, P)} — Aal), p) für AO 
auf einer Umgebung u, (8)®) gleichmäßig konvergent gegen Null. Ist B eine beschränkte 
Menge aus E, so gibt es für jede Umgebung V<E ein A= A,, so daß B< A, V. Für 
alle k mit | A | s h, gilt also 
1 0 
x {A(glt + h),p) — Al, P)} — 2°, A (alt), p)e V 


für alle ze B und alle pe U,(®). 


20) Dann läßt sich der obige Beweis offenbar leicht übertragen. 5 
21) U,(R) ist so zu wählen, daß es zu einer Umgebung von q disjunkt und f(p) auf U,($) noch analytisch ist. 
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Zu jeder Umgebung W < F gibt es nun wegen der Stetigkeit von 7 eine Umgebung 
1,(8, {D,, 6, V:}), die durch T in W abgebildet wird. Da 1,(#) eines der &;, enthält, 
gilt also 


NUR), V „)< u, (8, {0, 6 h}) 


und damit 
2° {A (ge + h), pP) — A (att), P)} 22 Al) p)|eW 
für alle ze B, sofern nur |h|<s hy, ist (&, <U,(8)). Für A>0 konvergiert also 
"(gt + a T(a) auf jeder beschränkten Teilmenge von E gleichmäßig im Sinne 
der Topologie T, von F. Die Funktion T gehört also zu H(CR, &,(E, F)) und es gilt: 
ey TUE; | Fotionda= z.; | Footer, 
Ra iR) 


wobei U($) so gewählt ist, daß es # ganz im Innern enthält und f(p) in U(K) noch ana- 
Iytisch ist. 
Setzt man speziell f(p) = x A(g, p), so erhält man: 


T,[a Aa Pl = Fadtel= 5; | Tinte: Al Pldp 


1 En 1 7 
= BAT: pP) Foytalap = (3, | Aa To) dp) le], 


em 1 n 

(38) =; | Au Top, 

RAUM) 
d.h. 7(g) ist bianalytisch i in ER. 

Weiterhin ist aber T (9) auch lokal gleichgradig stetig: 

Ist g, € U,(8), so gibt es eine Umgebung U), die zu U, (8) disjunkt ist. A(g, p) 
ist auf U(go), X U, (8), beschränkt durch eine Konstante M. Nun gibt es ja zu jeder 
Umgebung W < F eine Umgebung V < E, so daß 

TU, (8), V)]<W. 
Dann gilt aber für alle zeV, = M-!-V 
T(g)[z] = Tix- Alq, p)]<W für alle ge U(g,). 
T(g) ist also lokal gleichgradig stetig, gehört also dem Raume 9% (Ef, &,(Z, F)) an 


Sei nun umgekehrt T(g) € 9, (ER, R,(E, F)). Ist f(p)e H(8, E), also f(p) in einer 
Umgebung U($) noch analytisch, so ist T(g) [/(»)] eine in GR r U() analytische Funk- 
tion mit Werten aus F. Denn zunächst ist 


T 4.) = T(q)[z,- Alp, g)]= Alp) T(a) lz,) 


für jedes p,e RAU(R),x,€ E eine für ge CK U(K) analytische Funktion mit Werten 
in F. Also ist auch 


= 1 
T (q) Ini =/(p,) > A(Pp, 9) Ap,| = = _ p,T, pP», omg) € HER a‘ UR), F). 
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Da nun a Zf(p,) : A(p,, g) Ap, im Innern von GE U(R) gleichmäßig im Sinne der 





Topologie T, gegen f(g) konvergiert, ist wegen der gleichgradigen Stetigkeit der Tg) 
auch 


= 2 er 
T(g) [f(Q)) = lim & e Ap,T 2,10, = T(q) lim 5; Z fp,) Alp a) Ap, 





eine analytische Funktion in U(8) n CR mit Werten in F. Daher existiert also für 
K<<-U,<<U(R) das Integral <u f T () [/(g)] dg jedenfalls in der kompletten Hülle F 


Rau, 


von F. Da Rd U, kompakt und T (g) [f(g)] als analytische Funktion auf Rd U, gleichmäßig 
stetig ist, bilden die Funktionswerte 7’ (g) [f(g)] für g € Rd U, eine kompakte Menge Bin F. 






















2 
Ist ©(B) die kreiskonvexe Hülle von B in F‘, so gehört das Integral = f T ()Lf(g)ldg 
ft u, ; Ss 
jedenfalls zu _ f |dq | @(B), wobei 9(B) die abgeschlossene Hülle von @(B) in F ist. d 
Ki l 
Ist nun die kreiskonvexe Hülle jeder kompakten Menge B< F relativ halbkompakt in i 
F®?), so gehört auch if T (9) [f(g)] dq zu F. Durch 
1 = sc 
TU = gm; | Featioıda m 
Rau, ki 
wird dann eine lineare Abbildung von H(8, E) in F definiert. Sei nun U, eine beliebige u 
abgeschlossene Umgebung von $. Da T(g) als lokal gleichgradig stetige Schar von Ab- S 
bildungen von E in F auf der kompakten Menge Rd U, gleichgradig stetig ist, gibt es zu Tı 
jeder Umgebung W< F eine Umgebung VE E, so daß T (g) [f(q)] € Tai -.W für ö 
fg) eh ist. ae, je 
Dann gilt also auch für alle fe W,(U,, VW) 
1 r- rar 
TUN = 30; | Flo itolda edm. wi 
Ist nun F lokalkonvex, so gibt es ein fundamentales Umgebungssystem ® = {W} £ 
bestehend aus kreiskonvexen, abgeschlossenen Mengen, für die mithin &(W) = W, ist. "1 
Ist also W< ®, so enthält W auch alle 7T[f] für f aus der konvexen Hülle 5 
u, {U, WM) = T Wu, N). a 
vr. se tio 
Zu jeder Umgebung W in F gibt es also eine Umgebung N, in H($, E), die durch Tin W 
abgebildet wird, d.h. 7 ist eine stetige Abbildung von $(8, E) in F. “ 
Ist also in F die kreiskonvexe Hülle jeder kompakten Menge relativ halbkompakt, Is 
so gilt die Isomorphie - 
(39) L(H8, E), F) = 9% (08, 2,(E, F)) = 9° (08, 2,(E, F))/S'(R, 2, (E, F)). zu 
Falls M nicht kompakt ist, können nicht mehr alle stetigen linearen Abbildungen von 
H(M, E) in den Raum F durch ein Integral der Form (36) dargestellt werden, wohl aber 
au 





ist eine solche Darstellung für alle beschränkten Abbildungen von H(M, E) in F möglich. 











22) Diese Bedingung ist stets erfüllt, wenn der Raum F halbvollständig (folgenvollständig) ist. 
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Satz 14. Jeder beschränkten linearen Abbildung T von H(M, E) in den lokalkonvexen 
Vektorraum F läßt sich eindeutig eine in UM bianalytische Schar T(g) von lokal gleich- 
gradig stetigen linearen Abbildungen von E in F zuordnen (d.h. Te H, (UM, 2,(E, F))), 
so daß 


TUN = 9; | Fo ttalaz 


Rau; 


ist, wenn f(g) in U, und T(g) in CU, analytisch ist. 
Es ist T(g)[xz] = T[x - A(g, p)] für allexec E. 


Umgekehrt erzeugt jede Funktion Te 9% (EM, 2,(E, F)) eine stetige lineare Abbildung 


T{f] = > [For dq von H(M,E) in F (durch die T(g) eindeutig bestimmt ist), 
Ra ü(R) 


sofern in F die kreiskonvexe Hülle jeder kompakten Menge relativ halbkompakt ist. T ist 
dann und nur dann beschränkt, wenn es eine beschränkte Menge B<F gibt und die 7 (4) 
lokal gleichgradig beschränkt sind, so daß es zu jedem q, eine Umgebung U(g,) gibt, derart, daß 
alle T (q) für ge U(g) eine Umgebung V;,,< E in B abbilden. 

Beweis. Ist Te H, (CM, &,(E, F)), so gibt es eine kompakte Teilmenge & von M, 
so daß 7 auch zu 9% (CR, 2,(E, F)) gehört. Dann definiert T nach Satz 13 eine stetige 
lineare Abbildung von (8, E) in den Raum F (wenn in F die kreiskonvexe Hülle einer 
kompakten Menge stets relativ halbkompakt ist). Da H(M, E) in H(8, E) enthalten ist 
und die Topologie 3, in H(M, E) feiner ist als in H(, E), so ist die durch T(g) nach 
Satz 13 definierte Abbildung T von H(#, E) in F auch in H(M, E) stetig bezüglich der 
Topologie 7. 

Ist T eine beschränkte lineare Abbildung von H(M, E) in F, so gibt es eine 7',-Um- 
gebung U,(M, {DO, &., Yu}, die in eine beschränkte Menge B< F abgebildet wird. Zu 
jeder Umgebung W < F gibt es also ein A > 0, so daß AB<W ist. Die Umgebung 


u, (0, ©, Ale) = WG, Ak) N SD, E) 


wird dann durch 7 in die Umgebung W<F abgebildet. 7 ist also stetig in 
98, E)n B8(6,, E) bezüglich der Topologie T, v von ®8(&,, E). Nun ist aber $(0, E) in 


9(6,, E) dicht??), und die Topologie T, in 9(6,, E) ist feiner als die Topologie T, in 
8(&,., E). Also ist T in eindeutiger Weise fortsetzbar zu einer stetigen linearen Abbildung 


von 9(6,, E) in F, die wir auch wieder mit 7 bezeichnen können. 7 ist dann auf 
9(6,, E)<$(6,, E) eindeutig charakterisiert durch die in 6&,, > GO bianalytische Funk- 


tion T(d), die durch 7 (q) [x] = T[x : A(p, g)] definiert ist. 

T(g) ist dann offenbar auf die offene Menge U 0&, = ENG, = (8 > CM analytisch 
fortsetzbar und gehört dem Raume 9°, (EM, £,(E, F)) an. 7 ist aber auf jedem $(0, E), 
also auch auf H(M, E)= UH(DO, E) durch T(g) eindeutig bestimmt. Die Zuordnung 
T--T ist also eineindeutig. Wir wollen nun die den beschränkten Abbildungen 7 zuge- 


ordneten T (4) genau charakterisieren. 


Sei nun W eine kompakte Teilmenge aus den Komplement von G.- Dann ist A(g, p) 
auf X, x (G.), beschränkt durch eine Konstante M= M(8,,%. Für ze M'-L,=W 


2) Vgl. Korollar zu Satz 9. 
Journal für Mathematik. Bd. 195. Heft 1/2. 
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gehört dann x: A(g, p) zu N,(®,., V.), wird also durch 7 in die abgeschlossene Hülle B 
der beschränkten Menge B< F abgebildet. Es gilt also für alle ge X: 


T(Qlz] = Tlx- Alq,p)e B für alle ze W%. 


Die 7 (g) für q e X sind also gleichgradig beschränkte lineare Abbildungen von Z in F 


mit der angegebenen Eigenschaft. Ist nun T (q) € 9% (CM, 2,(E, F)) und für eine be- 
schränkte Menge B< F lokal (d.h. für alle g aus einer Umgebung U(g,) eines beliebigen 


Punktes g, aus dem Definitionsgebiet von T (90)) T ()V,<B für eine Umgebung 
VE, so wählt man zu jedem DO < SM) eine kompakte Menge 8.<O, so daß der 


Rand von 8, im Definitionsgebiet von T liegt. T (g) ist dann auf Rd ($,) gleichgradig 


beschränkt: Es gibt eine von g unabhängige Umgebung V„<E, die durch T(g) in die 
beschränkte Menge B< F abgebildet wird für alle ge Rd (8.). 


Für TI 95; | Tioti@ndg gilt also Tif)e B, talk“ 


Rd to 


del, (fe ER 
Rd 


Fa %)n 88, 8) 
Ko en 


ist. Da B nicht von © abhängt, gilt auch für alle f aus der konvexen Hülle 
MM, DO, 822° ( flag)" W)) 
Rdfo 


die Relation 7T[/]e ZB, wenn man ohne Beschränkung der Allgemeinheit annimmt, daß B 
kreiskonvex ist. 7 ist also eine beschränkte Abbildung von H(M, E) in den Raum F. 

Damit ist Satz 14 vollständig bewiesen. 

E: ©.! run 7 eine beliebige stetige lineare Abbildung des Raumes H(M, E) in den 
lokalkonvex >, separierten Vektorraum F. Zu jeder kreiskonvexen Umgebung W<F, 
d.h. zu jeder stetigen Halbnorm N = N „, gibt es eine Umgebung U,(M, {DO, &-, %)), 
die durch 7 in W abgebildet wird. Es ist also für alle f aus dieser Umgebung 


N,(TM =1. 
N, sei die Menge aller ye& F, für die N (y) = 0 ist, also ein linearer Teilraum von F. In dem 


Quotientenraum F,= F/N, führen wir die Norm N(y) = — N(y +N,) =pr N(y) ein, die 
F, zu einem normierten Raum macht. 


$, sei die natürliche Abbildung von F auf F,, die jedem y die Klasse y=y-+N, 
zuordnet, und 7,[f] =pr Pre T[fl. Dann ist 7, eine stetige lineare Abbildung von 
HM, E) in den normierten Raum F,; denn für FEH,(M, (DO, &., A W.}) gilt 


NT, <A. 
T „[f} ist insbesondere auch in 9(6,, E) stetig, denn 7, bildet ein 


u, (6,, D*, Oos Vorlo-<6öp)) <U,(G., A %)®) 
in die Umgebung W,(A) = {y;y& FyaN(y) <A} ab. Da $(0, E) in $(&,,E) dicht 


liegt **), ist 7’, in eindeutiger Weise zu einer stetigen linearen Abbildung von 9(&,, £) 
in F„ fortsetzbar. 

24) St sei das Innere von 8, also & = C (CR). 

25) Es genügt &.. = ®, und V.„= 4: V, zu wählen. 

=) Vgl. 580.9), 
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Nach Satz 13 ist 7, umkehrbar eindeutig eine Funktion 7, (g) € 9°, (06,, &,(E, F,)) 
zugeordnet. 


T,(q) ist dann aber auf „u, (8,=ENG,=ÜR>EM analytisch fortsetzbar, 
ESM) 
gehört also zu 9%, (CM, £,(E, F,). Wir haben der Abbildung Te 2(H(M, E), F) also um- 
kehrbar eindeutig ein System 
(40) "= {7}, Tut) cH4 (CM, &,(E, F,)) 


zugeordnet. 

Ist N’ eine Majorante von N, also N’(y) Z N (y) für alle y € F, so ist F, Quotienten- 
raum von Fy.. Ist 9, „ die natürliche Abbildung von F„ auf F„, so gilt: 9, = py, v° Pr- 
Daher ist auch 


T,=9,-:T= Py,x° Pr ® T= Py,x°® Pr 
Dann gilt im Komplement einer kompakten Menge &< M: 
Pv,n® ty (g) = $, (9: 
Diese „Verträglichkeitsrelation“ garantiert, daß es eine in GM definierte Funktion 7 (g)®”) 
gibt, so daß T,(g) = py° T(q ist. Nun ‚sei umgekehrt 7(g) = {T,(g)} mit 
T ,(q) eg‘, (CM, 2, (E, F,)) und T,(g) = Py,n® T .(g), wenn N < N’ ist. 
Nach Satz 14 definiert T ,(q) eine stetige lineare Abbildung 


TEN = 90; | Tr@utalda= gu; | (Pr.ne Tata) ade 


Rd Öy RddN 
von H(M, E) in den Raum Mi und es gilt die Beziehung 
T,{f] = 9,,(Ty WM. 


Wir setzen nun voraus, daß F vollständig ist. Aus einem Lemma von A. Grothendieck°®) 
folgt dann, daß durch die 7 ,[f] = yy, die der Relation y, = $y, „(Yx-) genügen, eindeutig 
ein Element y = T[f] € F definiert ist, so daß T,[f] = p,(TIf}) für alle N gilt. 

Dann ist also 7 ,[f] nicht nur in F x, sondern in F, enthalten. Man kann also die 
Mengen 95,'(T,[f]) € F bilden, die offenbar einen gegen 7[f] konvergenten Cauchyfilter 
erzeugen: 


T{f] = lim {px (T,M}: 


Die hierdurch definierte Abbildung von H(M, E) in F ist stetig, denn für jede Umgebung 
W=W„<F gibt es eine Umgebung U, < H(M, E), die durch 7, in W abgebildet wird. 
Da A-N,<W, ist, gilt 


-TIfJEW; +Ny,<W, für alle fe,. 


Der Formulierung der gewonnenen Resultate schicken wir eine Definition voraus: 


Definition 7. Unter einer in GM lokalanalytischen Funktion im weiteren Sinne mit 
stetigen linearen Abbildungen von E in F als Werten verstehen wir ein System T (g) = {T ,(g)}, 


27) T(g) ist eine im Innern von CM analytische Funktion mit Werten in &,(E, F). 
22) A.a.0.°), $6,2. Lemma. 
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wobei T, (g) eine in GM lokalanalytische Funktion mit Werten in &,(E, F,) ist, und die 
Verträglichkeitsrelation 


Pv,n® Ty (J) = P, (9) 
erfüllt ist. 
T(g) heiße lokalbianalytisch, wenn jedes T,() bianalytisch ist; es heiße lokal 
gleichgradig stetig, wenn jedes T,(g) lokal (bezüglich q) gleichgradig stetige lineare Ab- 
bildungen von E in F, darstellt. 


9 (CM, 2,(E, F)) sei der lineare Raum der in GM lokalbianalytischen Funktionen 
im weiteren Sinne, mit stetigen linearen Abbildungen von E in F, die lokal gleichgradig 
stetig sind, als Werten. Wir haben dann bewiesen: 


Satz 15. Jeder stetigen linearen Abbildung T des Raumes H(M, E) in einen lokal- 
konvexen Vektorraum F entspricht umkehrbar eindeutig eine in GM lokalanalytische Funk- 
tion 7 (4) — {T,(g)} im weiteren Sinne aus 9°, (EM, £,(E, F)). 


Ist F vollständig, so erzeugt auch jede Funktion 7 (g) = {T,(Q} aus 9 (EM, 2,(E, F) 
eine stetige lineare Abbildung T von H(M, E) in F. 


Die Zuordnung zwischen T und T ist gegeben durch: 


T,(q) [2] =pr Py ° Tx - A(q, p)] 


223 You aber Bares 
TI = him a T EN = Tim para; | Fra liana), 


Rd $x 


wobei f(g) in Hy, Ty(g) in CH, analytisch ist. 
Bei vollständigem F gilt also die Isomorphie 


L(HM, E), F) = 94 (CM, 2,(E, F)). 


Von besonderer Bedeutung ist natürlich der Fall, daß E der komplexe Zahlkörper 
K ist. Dann ist %,(XK, F) zu F topologisch isomorph, denn eine stetige lineare Abbildung 
T von K in F ist durch das Element y;= T[1] € F eindeutig bestimmt. Man überzeugt 
sich ohne Mühe, daß bei dieser Isomorphie ee; (1) von &,(K, F) und F die Topologie 
ZT, von 2,(K, F) in die Topologie T, von F übergeht. 

Eine lokalanalytische Funktion i. w. S. mit stetigen linearen Abbildungen von K 
in F als Werten kann also als lokalanalytische Funktion mit Werten in F aufgefaßt wer- 
den. Satz 15 läßt sich für X = E also vereinfachen zu: 

Korollar. Jeder stetigen linearen Abbildung T von H{M) in F läßt sich eine in EM 
bianalytische Funktion T (g) i.w. S. mit Werten aus F zuordnen. 


Ist F vollständig, so erzeugt auch jede in GM bianalytische Funktion i. w. $. mit 
Werten aus F eine stetige lineare Abbildung 


TUN = im pr (au; | Fra rad), 


Rah 


und T ist durch T eindeutig besiimmt. 
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Es gilt also die Isomorphie 
2(H(M), F) = 84 (UM, F) = $,(0M, F). 


Zu beweisen ist nur noch, daß die gleichgradige Stetigkeit in diesem Fall trivial ist. 


Sei also ‚pP (q) eine stetige Abbildung von X in F, und A (g) analytisch bezüglich 


der Topologie T, in &(X, F)= F. Dann ist T (q) also erst recht stetig bezüglich T,, d.h. 
zu jeder Umgebung W in F (und jeder beschränkten Menge B, = {r; | x | < A}) gibt es 
eine Umgebung U(g), so daß für g’ € U(g) 


Ty(q) [ae] — Tyt@)laleW für |x2| <A 


gilt. Da T, (q) für festes q aber ÄX stetigin F, abbildet, gilt A (g) [e] eWfürzeV=B,, 


also T (9) [x] € 2W für alle g’e U(g) und alle ze B, un (u, „9 Es ist also T (9) = pye T[A(g,p)] 
eine Schar lokal gleichgradig stetiger Abbildungen. Also entspricht jeder in GM biana- 


lytischen Funktion i. w.S. T(g) mit Werten aus F eine Funktion aus 5 EM, 2,(K, F)). 
Eine weitere Möglichkeit der Vereinfachung liegt vor, wenn F ein Banachraum ist. 
Dann ist jede analytische Funktion i. w. S. eine gewöhnliche analytische Funktion und 
es gilt: 
Satz 16. /st F ein Banachscher Raum, so ist der Raum 2(H(M, E), F) isomorph zu 
9, (UM, 2,(E, F)) und L(H(M), F) = 9,(0M, F). Denn jede Funktion aus $,(UM, F) 
definiert eine lokalgleichgradig stetige Schar von Abbildungen von K in F. 
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A note on continued fractions and dimension theory. 


By Arwel Evans, Cambridge. 


1. Introduetion. 


An interesting problem of continued fractions and Hausdorff dimension is that of 
determining the dimension of the set formed when a; in the continued fraction 


1 RUE. 


a,+ Qy+ a;+ 
are restricted to take only given integer values. 

An important result in dealing with this problem is given by Good [1] (p. 205) in 
theorem 11 of his paper, to which reference should be made for a bibliography of the 
subject. This result is : 

Let &,, %,..., & be k different positive integers. Let E’ be the set of continued fractions 


each of whose partial quotients is either &,, &,... &%_, or &. Let K(a,,a,,...a,) be the 
denominator of 


when expanded. Then the equation 
(1.1) ZKla,n.:::@) "= 1 


a], ag, ... Ay 
(all possible combinations of x,....,%xx) 


has an unique root r,, and r, tends to a limit r as n — oo. Moreover dim E’ = r. 


We shall call this result theorem 6, and we note that in the summation there are X" 
different terms. The effect of theorem @ is to transfer the problem to that of finding the 
distribution of the magnitudes of the K(a,...a,) when the a, are restricted to given 
integers. 

Here we shall consider the case when we have only two integer values denoted by r 
and s. We shall obtain inequalities for the magnitude of K(a,...a,) which lead to 
inequalities on the dimension of the set by theorem 6. 


To be precise we shall use the notation Q(u,v) for K(a,...a,)ifa,=[r, u times 
and a; =s, v times so that u+v=n. Then if 


(1.2) 


we shall show that 
(1.3) A,r"s’ S Q(u,v) S A,0"0" 
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where A, and A, are positive constants independent of u and v. This will give, from theorem 
G, that the set E(r,s), composed of continued fraction with quotients taking only the 
values r and s, has dimension d = dim E(r, s) satisfying 

(1. 4) 1er, 

(1.5) Et an 2 


2. Formation of O(u, v). 


Q(u, v) is usually written as q, and is a linear combination of q,_, and gq,_, (see 
Good [1], p. 201), but in this case q,_, must be a Q(u—4,v) or Q(u,vo— 1) and q,_, 
must be a Q(u —2,v), Q(u — 1,0 — 1) or Q(u,v— 2). In fact the form of the whole 
set of Q(u, v) is that of a Pascal triangle, and we may represent the formation of Q(u, v) 
diagramatically as follows: 


(2.1) %u,2—2) Ou—1,0—1) Qu--2,r) 
N Fi N Ei 
Qlu,ve—1) Qlu—1,v) 
rd 
Q(u, ?) 
We see that each Q@(u, v) must be formed in one of four ways. 
() Qluv)=r:Q(u—1,0) +Q(u—2,r) 
(ji) Qlu,e) =r-Qlu— 1,0) +Q(u—1,0—1) 
Gi) Qu, 0) = s- Que —1) + Qw—1,r—1) 
| (iv) Qlu,v)=s- Q(uev—1) + Q(uv—2). 
For a, and a,_, are either r or s. (Note that the equation (i) only implies that Q(u, v) 
is formed from some Q(u — 1, v), QO(u —2, v).) 
Equations (A) easily give the following result. 
Theorem 1. Q(u,v) ZA: r"-s’. 
This comes easily by induction on assuming the result true for u-vsn—1, 


and it is obviously true for n = 1. This gives the first half of (1. 3). We now prove the 
other half of (1.3). 


Theorem 2. Q(u,v) SA 0": 0’. 


(A) 





3. The proof of theorem 2. 


We first note that since r #s, we may suppose s>2r + 1. We also note that o 
and o satisfy the following equations: 


(3.1) e=re +loree—rn)=1, 
(3. 2) o®=so +1 or o(o—s)=1. 
We also need the following 


Lemma l. /foe=re +1,0°=so +1, then 


1 1 
re +s0 — se — ro = (0 — o)? +00 — 


4 
Proof. Obviously we have from (3.1) and (3. 2) 
1 


P Be J 
so + ro — 200 = o0 st77 u N vn 
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and 
oe +0?=re +so +2. 


Adding gives 


se tro +(c—o)?=ro +00 (0 —.) 


We shall now prove theorem 2 by induction; as the contention is true for n = 1, 
we suppose that 

(3. 3) Qlu,v) SA: 0" foru+rvsn—1. 

We consider the cases (i) to (iv) in (A) separately. (i), (ii) and (iv) are straight- 
forward. 

In (i), 


Q(u,v) Sr-A:0"'-o’ + Ad?" 


1 
2 (2 ) = Ad'e 
[% — 9 0 


by (3.1). In (ii) 
Q(u,v) Sr: Aorta" +A: or 
e 00 
< Ao"o” r +) = Ag*o’ 
by (3.1) and since o > eo. In (iv) 
Qu, v) Ss: Ara’! + Ada”? 
See = ER © > 2 
—= 4o (2 +5) =4e 0 
by (3. 2). 
We have to deal now with case (iii). We first note that Q(u, 0) = Kfr,r,...,r) 
satisfies 


3.4 Ru 08 - 
(3. 4) N tar, 70 . 


This comes from direct calculation, since Q(u, 0) satisfies 
Q(u,0)=r:Q(u—1,0) + Q(u— 2,0). 

Now unless v=1 in Q(uw,v)= Kla,...,@,...,@,), (in which case the result 
follows from (3.4) on substituting in (A) (ii)), we must have a,=s for some j#+n. 
Let the greatest such j be the number j=n —i—1; then in K(a,,...,a,) we have 
a„ = s, and this is preceeded by a “block” of i r’s, where u2i>1. This means that 
K(a,,...,a,) sa Q(u—i,v—1), and K(a,,...,a;-ı) is aQ(u—ı,v— 2). So applying 
the induction hypothesis and (A) (ü) to X(a,,...,a;-ı) which is a Q(u—ıi+1,0—1), 
and using the Q(u, v) notation for convenience (although we are dealing with a special 
sequence, one with a block of i r’s), we have 


1 
3.5 si+,0Z21 SA (ll +) 
(3. 5) a ) 0 75 


giving from (A) (i) 
(3. 6) Au—i+ DA tt all 


provided i >1. 
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When i = 1, we use (3.5) and (A) (iii) to get 
Bir Al. 
‚o)< Ag: 1224) „| 
Alu, 9) es + e 00) 00 
We have to show that the expression in brackets is < 1, but 
00? — rso —s — 0 = 080 +0 —rso —s— co by (3.2) 
=so(e —r) te —s—o 


= (00 +0°2— so — oo) by (3.1) 


1 
= U +n+we—-se—e) by @1) 


> (1/e)[1 + (a — 0)? +ro — oe] by lemma 1. 
= (1/e) [a — eo)? +1 —(o/e)] by (3.1) 

= (1/e) [a — 0)* — (o — o)/e] 

= (1/e) (e — o)[e — e —1/e] > 0 


sine s=Zr + 1, and min (o— o) occurs when s=2,r=1, with max (1/e) occuring 
when r = 1 and in this case we have (since 2-4<o<2-5,1-5 <o<< 1.67), 


e—o>0.73 1/oe < 0.67. 
This disposes of the case when i = 1, so now we suppose i > 2. 
We note the following result for continuants, (see Good [1], p. 217), 
(3. 7) K(a,, &, <<, Gy du Dun » + + De) 
= Kle,...,@)° Kid... du) + Kla,. - „ &-)° Klbn- - ., Bu). 
Now using (3.4) withu=i—2,i—3, (i > 3), (3.5) and (3.6), we get from (3.7), 


elle” 


ui, g-fr, Alert 
M 5 tel 1+0 
(this also holds for i = 2, as may be verified directly). There is a corresponding result 
with u — 1 in place of u for Q(u— 1,0 — 1), and substituting this in equation (A) (iii) 
we have 


ui, „a [fr , I3\, I rt rt He 
EN r | Greta oe +1 


+ Agı-*! ge + ee En ni na. : Me + 0-2 + (— o)-i+4 


e 00 e®+1 
„ler +rto)[se? te +ot*(s—o)] + (ro +1) [se +1 — 0°*(s— o)] 
SA: oo’! — ra — ; 
e’(e* + 1) 0? 
The last step follows since ?o Hr +0 —roo—o>0, and so 
(1) - [ro +r+o—reo —eo]lSsro Hr +o—roo —o. 
Now we have to show that the expression in brackets is < 1, i. e. if we denote it by N/D, 
then we have to show that D— N >20. 
N=(ro +r+o)(so? +o) + (ro +4) (se +14) 
— o-?it4(g — o)(roo He —r!o—r—o). 
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roo Hetero sten 
r 
= (2 —i)+ —r 
0 4 


-(e—nl1-2) 


„ene 
= 2 
giving 
N =o?r?os +0?rs +0?os+or?o +or too +eoros+tro +os +1 - 0 -?'+?(s—o)(o —.o). 
D = (eo? + 1) 020? = o?r?os + 3oros + 20s + o?r? + 3or + 2, 
D—N = 2oros + 20s + o?r? + 2or + 1 — o?rs — 0?os — or?o — oo 
= EI ET EUO 
= 0?:0s + o!r? +2or +1 — o!rs — er!c — go — ro — os — o"'t!(s —o) (co —o) 
= 0®%(os + r? — rs — ro) + 2er + 1 — 00 — os — o-*'t?(s — oe) (a — 0) 
= g%(s —r)(e —r) —e(le —r) —o(s—r) +1 — et’ — o)(e — 0), 
09 D-Nz6-ne-nle-el,,+,,)-e*®| +1 
>(s—r)(e —r)(e — 2.0 —1) +1>0 
forr 22, ssinces—r >21,o—r>1and ot” <I1forı 22. 
When r = 1 we consider the inequality (3. 9), where ff s > 3, 
en a 
giving 
D—-N 2(s—r)(e—r)(e—o—1) +1>0. 
The only case left is when r = 1,s = 2. We note that i > 2, so o-?i+? < o?, and 
substituting these values in (3. 9) gives 
D—-N2(—1)e®—(e—1)e—e—(e—1)je’ +1 
= (1) —e—(e—1)je? +1 
= 0 — eo — (a — 1)/o® > 0.73 — 1.5/(1.5)? > 0 
by the values given previously. 
This completes the proof of theorem 2. 


4. Application to fraetional dimension. 


We shall now use the above results in theorem 6, with d in place of r, ,=[r, 


& = s. We note that there are (* + different Q(u,v) for fixed u and v, so when 


u+v=n, we have 


n n Bud „— Deo Z n n we vs 
“z.), #2 EZ Kla.. 0) “=42[,)e Mar, 
v=0 - 


Alt + > EKla.. 0) > Ale +0 Hr. 
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Let us take the n’th root of these inequalities, then if d satisfies theorem 6 (i. e. r in the 


theorem), 
1 


(3 K(a,, ER 7 >1lasn—m. 
Thus we obtain the inequalities 
(4.1) ee 
(4. 2) er +. 


So if we denote by E(r, s) the set of numbers represented by continued fractions whose 
partial quotients only contain r and s then we have the following result: 


Theorem 3. /f dim E(r, s) = d, then d, <Sd < d,, where d, ıs the real root of 


r-”= n= s-?= m 


a ’ 


and d, ihe real root of 


ea” + o“=—1 
where oe = (1/2) (r + Vr: +4),o= (1/2) (s + Vs? +4). 


5. Notes. 


In theorem 2 the result can not be improved in the form given, since there are 
Q(u, v) which do reach the order of magnitude given. To try to improve the result given 
by similar methods would mean considering the order of the partial quotients and this 
leads to heavy algebra. 

Theorem 2 suggests a similar result with three or more integers, but this would mean 
eight equations in place of the four in (A), so I have not considered it. But I think that 
the result is very likely to be true, in which case it would lead to extensions of theorem 3. 
Theorem 1 can easily be extended in this way, and here it is probably possible to improve 
the approximation given by a geometric order. 

In theorem 3 it is a fairly obvious corollary that d, —d,— 0 asrands — ©, but 
since each root tends to zero this does not prove much. In fact by considering 


Iay2)=a"ry 
and its differential we can show that (d, — d,)/d— 0 asrands— . 
These results arose from trying to find dim E(1, 2), at the suggestion of Professor 
Besicovich, but they do not give any more than is known in this problem. 
Finally I should like to thank Dr. Volkmann for his interest in these results and 
for his suggestion to write them as a paper. Also I should like to thank him for his sug- 
gestions with regard to shortening the proof of theorem 2. 
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Zum Waringschen Problem 
für algebraische Zahlen und Polynome. 


Meinem verehrten Lehrer J. E. Hofmann zum 55. Geburtstag am 7. 3. 1955. 
Von G. J. Rieger in Gießen. 





Herr Kamke [4] hat 1921 in seiner Habilitationsschrift u. a. die folgenden zwei 
Sätze bewiesen. 

Satz 1. Zu jeder natürlichen Zahl n gibt es eine natürliche Zahl N, = N,(n) von 
folgender Art: Es sei K ein algebraischer Zahlkörper und 


pe) = 2,2"? 


‚=0 
ein Polynom n-ten Grades mit € K (v=0,1,...,n), mit «, > 0!) und mindestens einer 
reellen Nullstelle in jedem reellen der konjugierten Körper?). Es bezeichne uw” die größte 
Nullstelle im konjugierten Körper K, sofern dieser reell ist. Dann ist für jede Zahl &£ > 0 
aus K die Gleichung 
N, 
= z Y(&.) 
durch solche £, aus K lösbar, für welche in den reellen Körpern K“ 2 
I > uW 
ist, also die Zahlen »(£,) > 0 sind. 
Hierin ist für (x) = x" ein Satz von Herrn Siegel [6], für den Körper der rationalen 
Zahlen ein früherer Satz von Herrn Kamke [3] enthalten. 


Satz 2. Zu jeder natürlichen Zahl n gibt es eine natürliche Zahl N, = N;(n) von 
folgender Art: Ist y(x) eine definite rationale rationalzahlige Funktion?) vom Grad m = un 
(u gerade, = 0), so gibt es N, rationale rationalzahlige Funktionen &,(x) mit nirgends 
verschwindenden Nennern, so daß 


N, 
va) = FR), Ela) 0 
”»=1 
ist. 
Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, N, und N, auf vollständig elementarem 
Wege durch n allein nach oben abzuschätzen. Das gelingt mit der gleichen Methode, d: 


1) Sind &, 8 Zahlen des Körpers, so soll « > ß bedeuten, daß in allen reellen der konjugierten Körper K% die 
Ungleichung a > p( besteht. Ist kein reeller unter den konjugierten Körpern vorhanden, d. h. ist K total imaginär, 
so wird durch « > ß nichts ausgesagt. 

?) Wenn K total imaginär ist, fällt diese Bedingung weg; ebenso die Ungleichung &9 > u®. 

3) Ein Polynom heißt rationalzahlig, wenn die Koeffizienten rationale Zahlen sind. Eine rationale Funktion 
heißt rationalzahlig, wenn sie als Quotient zweier rationalzahliger Polynome geschrieben werden kann. Eine rationale 
Funktion heißt hier definit, wenn sie stets > 0 ist und ihr Nenner nirgends verschwindet. 










ein 


ein 


Un 


ER 
ver 
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in meiner Dissertation [5] zu einer Abschätzung von g(n) in der Hilbertschen Lösung des 
Waringschen Problems [1] geführt hat. Damit war die Funktion g(n) erstmals auf elemen- 
tarem Weg durch n allein nach oben abgeschätzt. $ 1 und $ 3 von [5] treten hier als $ 1 
und $2 auf. In $3 geben wir ein Lemma von Herrn Kamke wieder. In $4 werden wir dann 


N, = N,(n) < (2n + 3)? +9" 
und 

N, = N;,(n) < (2n + 3)? @+9" 
beweisen. 

In [7], [8] hat Herr Siegel 1944 das analoge Problem zu Satz 1 für total positive, 
ganze algebraische Zahlen behandelt und mit der Methode der „singular series‘ ein sehr 
PIRTEN Frgebnis erzielt. Allerdings hängt die dabei gefundene Schranke für die N,(n) 
entsprechende Größe vom Grad n des Polynoms 9(xz) = x" und außerdem vom Grad 
des algebraischen Zahlkörpers K ab, in dem sich alles abspielt. Ob in diesem Falle eine 
Abschätzung durch n allein möglich ist, ist bis heute noch nicht bekannt. Nur für n = 2 
ist das bisher gezeigt worden. 

An dieser Stelle möchte ich der Studienstiftung des Deutschen Volkes für jahre- 
lange Förderung herzlich danken. 


$ 1. Das Lemma von Hilbert *). 


Lemma 1. Sind k, l beliebige natürliche Zahlen, so gilt in den Veränderlichen x,, ..., &ı 
eine Identität der Gestalt 


M 
(1) (< + ER + 2) _ 2&s,(bı2ı Ri Arch + b2)”; 
n=1 


dabei sind M = M(k,l) eine natürliche Zahl, s,= s„(k,l) positive rationale Zahlen, 
bu = bulk, l) ganze Zahlen +0. 


Beweis (nach E. Stridsberg [9]). Wir führen symbolische Potenzen 


(2%)! est 


En 
(2) as u Kur... 


er zum 0 | 


ein und erklären ein symbolisches Produkt 


kı. pi —_ Hktk ie 1,2... 0 
hi K=k ec 


i+j 
höı «Ab wj=h,2...l 


= 0,1,2,... 
c { P 
verstehen wir dagegen das gewöhnliche Produkt der beiden Zahlen hf: und Ai. 
Setzen wir nun h‘ = hi‘ = h”, so folgen die Identitäten 
(3) (ht, +°°- + h2)” = h’* (a7 +29), 
(ha + +ha)"t'=0. 


*) Vgl. [1], S. 288. 
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Sind ß}, - - -, m voneinander verschiedene reelle Zahlen, so sind durch das Gleichungs- 
system 
(4) 30,ß,=h (=0,1,...,m —1) 


n=1 


die Zahlen o,„ eindeutig bestimmt, da die Determinante gleich 


IT (ß: — ß;) 


i>j 
und damit =+ 0 ist. 
Es besteht nun folgende Identität 


5) (kt +hr) 


en Qu (B=Fı 7 


denn der Koeffizientenvergleich liefert 


Br ! a9 
„! bi! . : 


Zkh=k 


3=1 


kl: k 


das aber ist eine unmittelbare Folge von (4). 

Wählen wir ß,,..., fm als Nullstellen gewisser Polynome H„(xz), so können wir 
zeigen, daß alle o, positiv ausfallen. 

Dazu setzen wir in (3) 


2 . = +1, zei, km 
und erhalten 


(2m)! 


(hk+h+hi)” = 2 - am (2 + 2)", 
(kk +h+hiüet=0. 
Daraus folgt durch Koeffizientenvergleich 


(6) h" (h + Ai)’ = 0 (u <»), 
h"(h + hi)” = m! 2". 
Wir definieren jetzt die Polynome 
Hn(z) = (x + hi)” 
[3] [2] 


m 
— 3(— 1)" )hrren- 2 — BET TO. BE 
z (24 z‘ ulm — 2u)! 


m! u 
Für sie gilt 

H„(z2) = &Hm-1(2) — 2(m — 1) Hm-a(2), 

H,(2) = m: H,_,(@). 


Die Polynome H„(z), HAm-ı(%), - - -, Ho(2) = 1 bilden eine Sturmsche Kette für das 
Intervall (— 0, + oo). Nach bekannten Sätzen (vgl. etwa O. Perron, Algebra I) sind 
alle Nullstellen von H„(x) reell und voneinander verschieden: ß,,.. -, Pm- 

Wir setzen 

Hn(x) u 


z— Pr En H,„(2) 
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Dann ist 
(7) 


Es sei nun 


H„,z(ß,) = 0 
H,„.z(ß,) = H,.(ß,.) = mH,„_ı(B,) # 0. 


Pn(z) = Za,ı"”. 


Aus (6) folgt £ 
Pu (h) Hn(h) = (0 
Ym(h) Hm(h) = aygh”"H(h) = a,m ! 2". 
Yn(x) sei vom Grad n < m. Dann folgt 
Pn(2) — Pn(Pr) = (2 — Pa) Ya-ı(2) 
und daraus nach (7), (8) 
(9„(h) en 9.(B,)) H „.„(h) a (A) A H,„(h) = (0 


(8) 


und daraus 
(9) Y„(h) H,„,.(h) = Pu(ß,) H,2(R) 
Aus (8), (9) folgt 


(10) (m 1)! > ai .. H„-ı(h) H „,z(h) a. H,„ .1(B,) Dt )- 
Ist 9„(2) ein beliebiges Polynom von einem Grad n < m, so kann man stets schreiben 
(11) In(z + h) = Z Qu MX + Bu); 
u=1 


denn für das Bestehen dieser Identität ist offenbar hinreichend, daß 


An „(x 4 h)* == SF Ouln-„(X + Bu)* (0 -r“ n) 
u=1 


ist. Diese neue Identität ist aber richtig, denn durch Koeffizientenvergleich erhalten wir 
die Aussage (4). 
Aus (10), (11), (7) folgt 


m 


(12) (m— 1)! 2"""= H„_,(ß,) H„,„(h) = H„_ı(ß,) 2 0,H,„,„(B,) = 0,mH,_ 1 (B.). 


u=1 
Also ist 
0 >00 


Wir ersetzen nun die reellen Zahlen ß,,..., , durch die rationalen ß},.. -, },, die 
so nahe bei den Zahlen ß,,..., ß, liegen, daß alle Lösungen o’, des Gleichungssystems 


(13) ZER=K (= 0,1,..,m—1) 
2” 


größer als Null bleiben. Das ist möglich, da die Lösungen des Gleichungssystems (4) 
stetig von den Koeffizienten abhängen. Die 0’, sind als Lösungen eines linearen Gleichungs- 
systems mit rationalen Koeffizienten sicher auch rational. 


’ 


Im Hinblick auf die späteren Überlegungen ist es zweckmäßig, zusätzlich ß},.... ., ß}, 
ungleich Null zu verlangen. Wegen der Beziehung 


Hn(— 2) = (— 1)" Hn(@) 
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liegen die Nullstellen von H„(xz) symmetrisch zum Ursprung. Offenbar ist die Bedin- 
gung 
(14) 0<B,—B,<4min|ß,—ß,| (mmr=1,...m) 


n+V 


hinreichend ist für $/, #0. 

Wir schreiben jetzt (5) in den gestrichenen Größen für den Exponenten 2% auf 
(2k < m), setzen das mit (3) zusammen und ziehen noch den Hauptnenner aus den 
Klammern (ß}, u ; P,,%) heraus. Damit erhalten wir die Aussage (1) des Lemmas 


2 1 = ’ ’ ’ ’ 2 
art +a'=- m 2 LOBBEL RE EEE BP,” 
[LI CEEETT 7 5 


(15) rr 
= Z5,(k, 1) (barı + + dur) (2k <m). 


u=1 

Nach Vorgabe von k wählen wir zweckmäßig 

(16) m=2k +1. 

Offenbar ist in (15) 

(17) M = M(k, |) = m! = (2k +1)!; 
die s,(k, l) sind sicher rational und positiv, da die e/,, rational und positiv sind; die 5, (k, I) 
sind ganz und wegen ß’, + 0 ist auch 

(18) balk,l) #0. 


Damit ist das Lemma von Hilbert vollständig bewiesen. 


$ 2. Abschätzungen zum Lemma von Hilbert. 


Wir haben eben gesehen, daß die s,(k, !) in (1) rationale Zahlen sind: 
— 4% I) 

(19) Sulk, l) en 2, (k, l) ® 
Dabei — und das gilt für alle hier auftretenden rationalen Zahlen — sind die u,, v, ganze 
Zahlen mit v, > 0 und (u,,v,) =1. 

Wir streben jetzt eine obere Abschätzung für v„(k, !) an. Das gelingt auf folgendem 
Wege: 

Bezeichnen wir die m Nullstellen von H„(z) mit ß,(m), so werden wir aus einer 
Abschätzung von | ß,(m) | nach oben vermittels (12) eine Abschätzung 


0x > e(m) mit o(m) >0 (u, 1, ...-. m) 


herleiten. Wir ersetzen dann die f,, die rational oder irrational sein können, durch benach- 
barte rationale Zahlen #’, > ß,. Dadurch gehen vermöge (4) bzw. (13) die reellen Zahlen 
o, in die rationalen eo‘, über. Man kann nun eine natürliche Zahl N,(m) so finden, daß aus 


1 


” un s N, (m) = b(m) 


die Abschätzung 
| — 0 | <e(m) 


folgt, was offenbar hinreichend ist für 0, > 0, wie wir es haben wollen. 
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Nun liegt bekanntlich in einem halboffenen Intervall der Länge 2 ‚ wobei N, eine 
0 
natürliche Zahl ist, genau eine rationale Zahl mit einem Nenner, der Teiler von N, ist. 
Wir können die f’, also mit der folgenden Eigenschaft wählen: 


(20) Alle £/, haben N,,(m) oder einen Teiler davon als Nenner. 


Ist N,(m) eine noch näher zu bestimmende obere Schranke für die Nenner der o/, 
so ergibt sich sofort wegen (19), (15), (16) 
k)! 


(21) uk sh) 


! 
“ Nam)! = No(m)?* = = - No(2k +1)! - No(2k + 1)%. 


Im einzelnen bleibt uns nur noch übrig, | ß,(m) | nach oben und o(m) nach unten 
abzuschätzen. Danach werden wir mit Hilfe einiger Determinantenabschätzungen N,(m) 
bestimmen. Daraus ergibt sich sofort N;,(m); damit ist dann durch die Formel (21) eine 
obere Abschätzung von v,„(k, !) durch k, 1! allein gewonnen. Wir müssen jetzt nur noch 
zusehen, daß (14) erfüllt wird. 

Auf ähnliche Weise wie die v,(k, !) lassen sich auch die b,,(k, !) abschätzen. 

Wegen (16) können wir für das folgende stets m > 3 annehmen. 

1. Bei den Polynomen 


[2] h 


ER, u 17 im — 3pji 


xm- 2u 


alternieren die Vorzeichen. Aus x > m — $ folgt 


m! m! 


er ud BL IBERE SER nr DUO __ . ym-Au-2 4 : 
ARlm au" > R+Dim un”  — Azin+2zm); 


also hat jedes Glied mit dem positiven Vorzeichen einen größeren Betrag als das nach- 
folgende Glied, das ja negatives Vorzeichen hat. Aus z > m — % folgt also H„(z) > 0. 
Berücksichtigen wir noch, daß wegen 


Hn(— x) = (— 1)" Hn(@) 
die Nullstellen symmetrisch zum Ursprung liegen, so ergibt sich 
(22) | Bu(m)|<m—} („=1,...,m). 
Daraus folgt nun wegen 


(m —1)! (m — 1)! 


m—i 
allem Tu) ” (a + Im IN nn 


2 


2 





1su+is 


die Abschätzung 
Fr 


u=0 


er = 
ulm — 1 — 2u)! 
< 7 + ) mm-1 < mm 


Fl my 


\Hn-lB)| Ss & 


u=0 





ul(m — 1 — 2u)! 


2 
Setzen wir das in (12) ein, so folgt 


2m -I(m — 1)! 


(23) 0. > olm) = - a 1,... 


m?m +1 


Journal für Mathematik. Bd 195. Heft 1/2 
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2. Nun folgen einige Determinantenabschätzungen. Wir verwenden dabei 
Vektorschreibweise. Es sei 


au,= (a; soo 4 4); 


’ 


Ba (ai, , ..- Gin); 
Yo (e;,  oi4 En); 


und 


Dann ist offenbar 


Ar, = (jr) 9 t-18-1 K-ıaıı 


’ 


’ ’ 
I@;yı1 °"* dyınsı Krızıı ""* 





a, k+1 
Eine rohe Abschätzung liefert 


(25) Als! m (max law ) 
k=1 


i=1 
3. Jetzt schätzen wir |o, — o, | mit Hilfe dieser allgemeinen Determinantenab- 
schätzungen nach oben ab. An Stelle von A wählen wir 


.... |"I&—B)=B, 
tie 

Bet. get! 
die Determinante des Gleichungssystems (4). Durch Streichen der Zeile i und der Spalte k 


und Multiplikation mit (— 1)‘+* entsteht die Adjunkte B;,,, bis auf das Vorzeichen eine 
(m — 1)-reihige Unterdeterminante. Aus (4) folgt 


Wir ersetzen jetzt ß, durch 
Pr = Pr + di 


0<b,<sb>). 
5) Durch die Forderung b; > 0 haben wir bereits den einen Teil der Bedingung (14) berücksichtigt. 
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Dabei gehen B, B,,, o, in B’, B;,, 0, über. Es ist 


m 2. —B Bi 
P ei | i-1 ik ik ik 73 
a7 z* z* | B 7 -B)). 


Also ist 


' I (Bu ee 
2) als gli in Bul+- | ) 


rem 


Nun werden die in (26) rechts stehenden Größen abgeschätzt. 


a) Offenbar ist B? eine symmetrische Funktion der ß,. Der Hauptsatz über sym- 
metrische Funktionen sagt aus: 


Ist S(ß,, - » -, Am) eine symmetrische Funktion mit Koeffizienten aus einem Ring R, 
so läßt sich die Funktion S(ß,,.. ., m) eindeutig als Polynom in den symmetrischen 
Grundfunktionen mit Koeffizienten aus R darstellen. 


Die symmetrischen Grundfunktionen der f, sind in unseren Falle die Koeffizienten 
des Polynoms H„(x), also ganzrationale Zahlen. Also ist auch B? eine ganzrationale Zahl. 
Da B reell und # 0 ist, folgt 

(27) IB] 21. 

b) Wegen (24) ist 

(28) |Bu —Bu|s zZ |e,Bi® |; 


j+i 
I+k 


dabei wird über j,l so summiert, daß 
i$uisk; jwl,...m; I=l,...,M 


ist; ferner entspricht B}{” der Determinante Af, wobei wir nur noch die Zeile i und die 
Spalte k streichen. 


Offenbar ist wegen ß, > f, und wegen der symmetrischen Lage der ß, auch 


dr l > ß = (m) = max | ß,|. 
. k=1 
Wir setzen jetzt 
(29) b<s} 
voraus. Wegen (22) ist dann 8’ < m. Wir wenden (25) an und erhalten 


)-6-n-6-n 


2 


BP < (m —2ı p® m ml 


In unserem Falle ist e, = (f, + b)’"'— ßj"' und daher 
ll" AS HN" — PR. 
Es ist 
ß <m wegen (22), 
(7) de Ym-1 
y = ’ 
> 


b<z 


wegen (29). 
Dann folgt für j > 2 
O<jen| s 2-m1p(1 apa )+) <2:2-2mi-2h, 


15* 
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Das gilt aber auch für j = 1, da e,: = 0 ist. Somit geht (28) über in 


|\Bu— Ba! < 3 2'-I1mi-2b- (m — 2)! wette. 
j+i,1 
I+k 


dabei wird über j, ! so summiert, daß 
‚+iı Is jel.. „m; Fals..m 
ist. Führen wir diese Summation aus, so folgt 
By — Ba | < 2m — 1)! m). 
Wegen (2) ist 
hr s(i—1)! Ss (ie — 1)i7ı < mi-! ((—1<m). 


Also folgt 


(30) Eh | Bir — Bu | < 2" (m —1)! m(2)). 


i=1 
c) Durch Anwenden von (25) erhalten wir 
Bm mm 
B)  ERBI SEM Nm mt 


i=1 i=1 
d) Durch Anwenden von (24) erhalten wir 
IB —B|< Z|eBh| < ZIEH mn 
(32) i,k i,k “ ' er 
< 32!b(m — A)! e2)- < 2” m! POLE <s}. 
i,k 


Wir setzen über b also voraus, daß 


(33) aumım Ey 
ist. Dann ist wegen (27) sicher 
(34) IB|I=m1P,—#ß,|>} 
u>v 


und damit auch 
B,# B, (u=#»). 
Aus (26), (27), (30), (31), (32), (34) folgt 
I — | < 2"(m — 1)! my + 2: 2mmı m?) "Hm — 1yı m(®)*" 
< 2"+2 (mim "in, : 
4. Wir werden jetzt noch bewirken, daß 
| —@| <oe(m) 
wird. Däfür ist wegen (23) hinreichend, daß 


2m-1(m — A)! 


mim+1 


2” +2 (m1)? ui F 





oc 


Wi 


en! 


sie 


als 


Da 


geh 


rat 


das 
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oder 


1 1 
hihi all Alu 
(35) = 8m! m"’+m+ı N ,(m) 
ist. Diese endgültige Bedingung für 5 enthält alle vorausgegangenen: (29) und (33). Sie 
sorgt auch dafür, daß die noch zu berücksichtigende rechte Seite von (14) erfüllt wird; 
denn wegen 


B= IT. —B), | Bi 21, #<m 


u>rv 


ist 


1<|B| <min |, — B,|- (28°) 


oder 
in ' 1-(%) 
min | Bu — ß,| = (2m) » 
utr 
was wegen (35) offenbar > 2b ist. 
5. Wegen (20) ist auch B;, eine rationale Zahl und hat als Nenner die Zahl 


ne 


oder einen Teiler davon; das gilt für k = 1,...,m. 


Offenbar hat | #/, — f, | als Nenner die Zahl N,(m) oder einen Teiler davon und 
damit einen Zähler < 28’ N, (m). Auch B’ = II (}, — ß,) ist eine rationale Zahl und hat 


u>v 
als Zähler eine (ganze) Zahl D, für die sicher 
DSARNy)®) 
gilt. Weil der Hauptnenner von 


entweder gleich n\2) oder ein Teiler davon ist, gilt für den Nenner A, von 


are 
% = EB Zh Bi 
sicher 
R,!D- N@) = 1,...M), 
also insbesondere 
R,<D- N) <a N). NE) = Nm). 
Nun ist aber 
8m! < m"+! wegen m 23. 
Damit folgt aus (35) 

Natm) < me'timt2, 

Ne(2k +1) < (2% + 1) He+5, 

Da die Nenner der rationalen Zahlen $,; und g, (k=1,...,m) vom Index k weit- 
gehend unabhängig sind, überträgt sich das vermöge (15) auf die Nenner v,(k, !) der 
rationalen Zahlen s,(k, !). Setzen wir in (21) ein, so folgt also wegen 

an) 
k! 


(36) 


< (2k)*, Ha) < Id +Ai)HD BR +1) <2k +1 


das Ergebnis: 
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Es existiert‘eine von u unabhängige natürliche Zahl v(k, I) mit 
v„(k, 1) | v(k, )) (u„=1,..., M(k,)) 
und 
(37) v(k, l) < (2k + yyr or +40? +39 + 12] +8" + 16k + 11) 


6. Wir wollen noch eine grobe Abschätzung für die ganzrationalen Zahlen b,;(k, |) 
angeben. Sie kommen in (15) dadurch herein, daß wir aus den Klammern 


(But + Bm) 
den Hauptnenner der rationalen Zahlen }, k herausziehen. Dieser ist wegen (20) gerade 


N,(m) oder ein Teiler davon. Also ist 


|b,,(k,) | < Na(m) max | B(m) |. 


nu=1 


uA 


Aus (22), (29), (16), (36), (18) folgt als weiteres Ergebnis: 
Es ist 
(38) 1 <]| bulk, l)| < (2% + 1) r+H0 — Hk, D). 
Im folgenden wollen wir unter 
(38a) v(k,l) bzw. b(k, I) 
eine beliebige, von u bzw. u und A unabhängige, in k und ! bzw. k monotone obere Ab- 


schätzung von 


inkl) mit Dulk,D|olk,D baw. bulk) (4 24", ) 


verstehen, insbesondere die in (37) bzw. (38) angegebene. 


$ 3. Das Lemma von Kamke ®). 


Lemma 2. Es seien n, r natürliche Zahlen; dann gibt es dazu ganze Zahlen 
P=PAn,r) >0, 
A, = A,(n,r)>0 (,=2,..,n +1), 
rn. =rla,r) >0 (s=1,.:. 


VER 
1 al. 


derart, daß folgende n Identitäten in den Veränderlichen x,, . . ., x, gelten: 


Au = Au(n, r) 


P 
Al +: +2) = Fr (a,rı +'°''+ a2,” (=2..,n +1). 
vu=1 


Der in [2] gegebene Beweis von Lemma 2 erlaubt es, die Größen von Lemma 2 
sofort durch die von Lemma 1 auszudrücken. Die n Identitäten von Lemma 2 entstehen 
nämlich aus der einen Identität von Lemma 1 für (n + 1, r + 1) dadurch, daß mehrmals 
nach z,;, differenziert und hernach z,;, = 0 gesetzt wird. 

Man kann die Beziehungen sofort hinschreiben: 

P(n,r) = M(n +1,r +1); 
wegen (17) ist also 

(39) P(n,r) = (2n +3)’''. 


*) Vgl. [2], S. 90. 
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Bezeichnen wir mit C(n, r) den Hauptnenner der Zahlen 
Dualn +I,r +1) 
bura(n +4,r +1) 
und mit 7(n, r) den Hauptnenner der Zahlen 
(4) (2n +2)! sin +l,r +1)-dyrsln +1,r + 1j2e+n 
so ist 


(40) 


_ Bualn +1,r +1) 
(42) a(n, r) = b, 1.1 (N + 1, r +41) C(n, r) 





und 
(43) r.(n,r)=(2n +2)! s,(n +1,r +1) byrr(n +4,r +1)?*+D. T(n,r) 
(=1,...2. 


$ 4. Die Absehätzung von N, und N,. 


In den in [4] eingeführten Bezeichnungen ist 


P 
(44) N, =4 Zr,d, 
nl 


und 


P 
(45) „= 8 gr,.a,; 
u=1 


ul? 


dabei sind P, r„, a,, Größen, die in Lemma 2 vorkommen. Da in [4] zum Beweis von Satz 1 
bzw. Satz 2 das Lemma 2 für (n, 5) bzw. (n, 9) herangezogen wird, ist in (44) 
= P(n,5), 
(46) = r„(n, 5), 
= 4,(n, 5) 
bzw. in (45) 
= P(n, 9), 
(47) Er. run, 9), 
4 = Au(n, 9). 
Diese Größen wollen wir jetzt durch die in Lemma 4 vorkommenden Größen aus- 
drücken und dann die in $ 2 gewonnenen Abschätzungen anwenden. 


Da in (40), (41) die b,, ganze Zahlen und die s, = = rationale Zahlen sind, ist sicher 
7 


P 
C(n,r) < Mbarıı(n +1,r +1) 
a=1 


T(n,r) <v(n + 1,r + 1) wegen (37). 
Aus (42) folgt unter Beachtung von (38a) 


P 
II b;,;.,(n+A,r-+1) 


<b 1 yy.=ı unge: 
(48) aufn,r) <Sbuln +1,r +1) Dura +4, r +1) ee; 


> b(n + 1, r+ 1) . b(n + % r+ yyPn-1 
durch Koeffizientenvergleich in (1) ergibt sich s, = = <4. Daher folgt unter Berück- 
7 
sichtigung von (38a) 
s,(n +1,r +1): T(n,r) Sr(n +1,r +1). 
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Also ist in (43) 
(49) ru(n,r) S (2n +2)! b(n +1,r +1?" +Ddo(n +1,r +1). 
Aus (44) bzw. (45) folgen wegen (46) bzw. (47) und wegen (48), (49) die Unglei- 


chungen 
N,(n) <4: P(n,5) (2n + 2)! b(n +1, 6)?"+v+2?@wd .y(n + 1,6) 


bzw. 


Na(n) SB: P(n,9) (Zn +2)! bin + 1, 107" +V +?" dm +1,10). 
Daraus folgen wegen (37), (38), (39) schließlich die gewünschten Abschätzungen. 


Ergebnis. Es ist, 
N,{n) <(2n + 3)? m» 


N,(n) < (Zn + 3)? ar+9, 


Diese Schranken lassen sich bei größerer Sorgfalt auf diesem Wege noch beträchtlich 
verbessern. Unser Ziel war es nur, auf elementarem Wege überhaupt eine explizite Schranke 
für N,(n) und N,(n) anzugeben. 

Da meiner Dissertation [5] die gleiche Methode zugrunde liegt wie der vorliegenden 
Arbeit, sei noch bemerkt, daß sich die in [5] angegebene Schranke 


g(n) < (2n + y290(n +39 HR 
unter konsequenterer Ausnutzung von Teilkarkeitseigenschaften auf 
g(n) <(2n + 1260 (n Im» 


herabdrücken läßt. Damit tritt also n im obersten Exponenten nicht mehr auf. 
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Multiplikative Funktionen 
über euklidischen und Sternverbänden. 


Von Fritz Klein- Barmen in Wuppertal. 


Einleitung. 


In der vorliegenden Untersuchung bringe ich einen Satz, der den verbandstheoreti- 
schen Kern des in der elementaren Zahlentheorie beheimateten Möbiusschen Umkehr- 
satzes aufdeckt. Im einzelnen: Zur Erleichterung für den Leser sind in $ 1 die zur Lösung 
des Problems erforderlichen, im wesentlichen bekannten Begriffsbildungen und Sätze 
aus der Theorie der quasi-euklidischen, speziell der euklidischen und Sternverbände zu- 
sammengestellt!). In $2 werden die multiplikativen Verbandsfunktionen eingeführt. 
Unter Verwendung zweier Funktionaloperatoren und einer der Möbiusschen Funktion 
nachgebildeten Verbandsfunktion wird in $3 der eingangs genannte Satz bewiesen. 


Zur Vermeidung von Wiederholungen werde folgendes bemerkt. Der jeweils als 
Operationsbereich fungierende Verband wird mit M bezeichnet. Kleine lateinische Buch- 
staben — außer m und n — bedeuten Elemente von M; insbesondere sei, wenn M ein 
unten spitzer Verband ist, e das unterste Element von M. Zur Abkürzung wird 


z1v' vu =U7Z, N" A 
1 


gesetzt. 


$ 1. Quasi-euklidische, euklidische und Sternverbände. 


1. Ist M ein beliebiger Verband, so heißt ein Element x genau dann einfach, wenn 
die Unterelemente von x — einschließlich x und, falls M unten spitz ist, auch einschließ- 
lich e — einen linearen Teilverband von M bilden. 


Ist M ein unten spitzer Verband, so heißen zwei nicht notwendigerweise verschiedene 
Elemente x und y genau dann fremd zueinander — in Zeichen: x Ly— wennzny= e ist. 


2. Es sei M ein quasi-euklidischer, d.h. unten spitzer und distributiver Verband. 


2) In systematischer Hinsicht liegen die genannten Verbände zwischen dem distributiven und Booleschen 
Verband. Realisierungen lassen sich in den verschiedensten Sparten der Mathematik und Logik aufweisen, außer in 
der Zahlentheorie vornehmlich in Teilgebieten der Algebra und Mengenlehre. 

Eng verwandt mit den euklidischen Verbänden sind die Quaderverbände; vgl. Skolem [1], S.12. Die Bezeich- 
nung „Sternverband“ geht auf [A. V. II], S.129 zurück. Vgl. zu $1 ferner [A. V. III], [A. V.5] und [Verb. 9], zu 
dem Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit der Elemente (Satz 3 und 3°) auch Birkhoff [13], S. 142. — Bei dieser 
Gelegenheit möchte ich auf die im Literaturverzeichnis aufgeführte Arbeit von Matsushita aufmerksam machen, 
worin der Begriff des Verbandes dahingehend verallgemeinert wird, daß für die beiden Elementverknüpfungen das 
kommutative Gesetz außer Kraft gesetzt wird. 
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Satz 1. Mu 
zlLy (v=1,...,n) 


zLUYy,. 


v-1 


Satz 2. Mu 
z<Syuvz, z1Ly 
ist x<2. 

Versteht man unter einem EF-System eine endliche oder unendliche Teilmenge N 
von M derart, daß die Elemente von N verschieden von e, einfach und, falls N aus min- 
destens zwei Elementen besteht, zu je zweien fremd zueinander sind, so lautet der auf 
den Sätzen 1 und 2 fußende Hauptsatz über quasi-euklidische Verbände: 


Satz 3. Für jedes von e verschiedene Element x gibt es höchstens ein endliches EF- 
System (z,, . - ., %) derart, daß 


(1) le 


v-1 

ist, wenn von der Reihenfolge der das EF-System bildenden Elemente abgesehen wird. 

Wir wollen (1) als die kanonische Darstellung von x bezeichnen. 

Satz 4. Ein Element x’ ist dann und nur dann ein Unterelement des durch (1) kanonisch 
dargestellten Elements x, wenn 

(2) (e< x,<x,) 
ist. 

Offensichtlich erhält man die kanonische Darstellung von x’, indem man in (2) die 
mit e identischen Elemente x’, unterdrückt. 


Satz 5. Sind x’ und x’ zwei nicht notwendigerweise verschiedene Unterelemente des 
durch (1) kanonisch dargestellten Elements x, so ist 


n n 
ve’ =Ule,vr/),, !ne2’=Ule,nz/)). 
v-1 v-1 


Ergänzend werde bemerkt: Ist e<z<y<z, so ist mit y auch x kanonisch darstell- 
bar, im allgemeinen aber nicht z. 

3. Ein quasi-euklidischer Verband, bei dem jedes von e verschiedene Element eine, 
also genau eine kanonische Darstellung hat, heißt ein euklidischer Verband. Die einfachen 
Elemente eines euklidischen Verbandes werden auch Primärelemente, die EF-Systeme 
auch Primärsysteme genannt. 

4. Es sei M ein Sternverband, d.h. ein euklidischer Verband, bei dem jedes Primär- 
element und damit jedes Element nur endlich viele Unterelemente hat. Ein Primär- 
element x heißt vom Grad £, wenn x genau £ + 1 Unterelemente hat, wobei x und e mit- 
zuzählen sind. Die Primärelemente ersten Grades heißen Primelemente. Ist x ein Primär- 
element vom Grad £ mit £&=1 und ist p das durch x > p eindeutig bestimmte Prim- 
element, so wird 


z= pl, p= pl, e= p" 


gesetzt. Die Sätze 3, 4 und 5 nehmen die folgende Gestalt an: 
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Satz 3°. Für jedes von e verschiedene Element x gibt es genau eine kanonische Dar- 
stellung 
(1’) z= U pr G,21). 
vl 
Satz 4°. Ein Element x’ ist dann und nur dann ein Unterelement des durch (1’) kano- 
nisch dargestellten Elements x, wenn 
(2‘) x = Up ((S,sS#,) 
v-1 
ist. 
Satz 5’. Sind x’ und x’ zwei nicht notwendigerweise verschiedene Unterelemente des 
durch (1’) kanonisch dargestellten Elements x, so ist 


n n 

(e,,&% mi 8% 

r' z’ U pe ne) } ern" =U p,! n (u, 8,)] 5 
v-1 v-1 


$ 2. Verbandstheoretische Funktionen. 


1. Es sei M ein beliebiger Verband und g(z) eine Funktion über M, d.h. eine Funk- 
tion, die jedem x eindeutig einen Zahlwert zuordnet. Man bemerkt sofort: Gehören a 
und 5 demselben linearen Teilverband von M an, so bestehen für jede Funktion 9(z) 
über M die beiden Identitäten 


plaub) + planb)= (a) + plb), 
p(aub):plarnb) = p(a)  p(b). 

2. Es sei M ein euklidischer Verband. Eine Funktion 9(z) über M heißt genau 
dann eine multiplikative Funktion (Multi-Funktion), wenn für alle a, b mita ı 5b 

(3) p(aub) = p(a) p(b) 
und außerdem g(e) #0, also le) = 1 ist?). 

Wie sofort ersichtlich ist, gilt: Mit 9’(x) und 9’’(z) ist auch 9’(z) (x) und, 
falls für alle Argumente 9 (x) + 0 ist, auch 9’(z): 9° (x) eine Multi-Funktion. 

In Verallgemeinerung von (3) findet statt: 


Satz 6. Ist p(x) eine Multi-Funktion und sind x,, . . ., &, paarweise fremd zueinander, 
so ist 


(4) ‚( Us) = u 9(2,) . 


„-1ı 


Beweis klar. 
Die Bemerkung in Abschnitt 1 läßt ebenfalls eine Verallgemeinerung zu: 
Satz 7. Ist p(x) eine Multi-Funktion, so ist für alle a, b 


(5) *  plauvb) plarb) = Yla) plb). 
Beweis. Es darf a>e, b>e angenommen werden. Setzt man c=aub und ist 


n 
c=UG (v 
v-1 
®) Auf die analog gebildeten additiven Verbandsfunktionen, die durch 
p(la vb) = Pla) + Y(b) 
mit p(e) = O definiert sind, wird in der vorliegenden Arbeit nicht eingegangen. 
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die kanonische Darstellung von c, so ist nach Satz 4 


n 
a=Ue, (esc, <e,), 
v-1 


b=Ue/ (e<c) <c,). 
1 


y-= 


Auf Grund der Sätze 5 und 6 ist 
ylauvb) ylarb)= I plc, vc,) u pl, ne,) 
= II p(c,) II p(e,), 
woraus (5) folgt. g 


Der damit bewiesene Satz liefert das 


Kriterium. Eine Funktion 9(z) über M ist dann und nur dann eine Multi-Funktion, 
wenn (5) für alle a, b gilt und o(e) = 1 ist. 


$ 3. Summator und Reversator. Der Umkehrsatz. 


1. In diesem Paragraphen sei M ein Sternverband und »(z) eine Multi-Funktion 
über M. Wegen (4) ist p(z) bekannt, sobald Y(p!*) für jedes p und jedes von O verschie- 
dene £ bekannt ist. $S und AR seien zwei Funktionaloperatoren. 


2. Die Funktion Sp(z) sei durch Sp(e) = 1 und, wenn 
z = U pr (£>ejv=1,...,n) 
„-1 
die kanonische Darstellung von x ist, durch 


(6) Sp(@)= FE p (v Pe) 


(Ay) \v-1 


definiert, wobei über alle die Systeme (A,,....., A.) zu summieren ist, für de OS A,S#, 
ist. Sp(x) heißt die Summatorfunktion (S-Funktion) von p(z). 


Satz 8. Die S-Funktion einer Multi-Funktion ist ebenfalls eine Multi-Funktion. 
Beweis. Wendet man Satz 6 auf (6) an, so erhält man 


€, 
Se@)= 3 MNpkp)=I 3 pp) = IT Sp(p"r). 
Gym An)är vi = v 


„0 


3. Ist „(z) die durch 
u(p) = — 1 und u(p) = 0 >22) 


festgelegte spezielle Multi-Funktion, so sei Rp(z) durch Ay(e) = 1 und, falls z>e ist, 
durch 


(7) Re@)= 25 „(U p2”) o(Up%) 
Gyendg) \v=1 i 


definiert, wobei wie soeben über alle die Systeme (A,,.. ., 4„) zu summieren ist, für die 
0<s4SYE, ist. Rp(z) heißt die Reversatorfunktion (R-Funktion) von 9(z). 





Klein- Barmen, Multiplikative Funktionen über euklidischen und Sternverbänden. 


Ähnlich wie Satz 8 beweist man: 

Satz 9. Die R-Funktion einer Multi-Funktion ist ebenfalls eine Multi-Funktion. 

4. Zwischen Summator und Reversator besteht die in dem folgenden Satz beschrie- 
bene Wechselbeziehung. 

Satz 10 (Umkehrsatz). Für jede Multi-Funktion (x) ist 

(8) RSp(2) = p(z), SRo(a) = p(e). 

Beweis. Die Behauptung trifft zu für x = e. Sei deshalb z>e. Wegen der Sätze 8 
und 9 genügt es, anstatt (8) die einfacheren Gleichungen 

(9) RSp(p") = p(p), SRy(p"') = p(p) 
für € 2 1 zu beweisen. Das geschieht so: Setzt man 


(10) xp") = Sp(p), 
so ist 


€ 
x(p") ne p(p”) 
-=0 


und weiter 
£ 
Fe) = te) — N) = Ze) . 
Also ist 
(11) Y(p®") = Rx(p"). 
Indem man x(p'®) zwischen (10) und (11) eliminiert, erhält man die erste der beiden 
Gleichungen (9). Ähnlich ergibt sich die zweite Gleichung. 
Einen in dieselbe Kategorie fallenden Satz, der aber für additive und multiplikative 
Funktionen in gleicher Weise gilt, habe ich an anderer Stelle bewiesen?). 
b. Es sei m eine ganze Zahl, die positiv, negativ oder O0 sein kann. $” und AR” seien 
die den folgenden Gleichungen genügenden Operatoren®): 
S°p(z2) = ple), R’p(a) = p(e), 
=, R'=R, 
Sm+ı — $$m 4 Rr+ı — RR», 
Se= RR, RS“, 
Nach dem Umkehrsatz hat die beiderseits unendliche Folge 
(13) ..871p(a), S’pla), S’plz),..- 
die Eigenschaft, daß jedes ihrer Glieder $-Funktion des linken und R-Funktion des rechten 
Nachbargliedes ist, während bei der Folge 
(14) ..„ Rip(z), R’pla), R'pla),..., 


die aus (13) durch Umkehrung der Richtung entsteht, Summator und Reversator die 
Rollen wechseln. Wir wollen (13) bzw. (14) die durch 9(z) erzeugte $- bzw. R-Folge und 
jede Menge von Multi-Funktionen, die gemäß (13) und damit auch gemäß (14) geordnet 
werden kann, eine Möbiussche Funktionenklasse nennen. Man sieht sofort, daß dieselbe 
durch irgendeine der ihr angehörenden Funktionen vollständig bestimmt ist. Zwei Möbius- 
sche Funktionenklassen sind also entweder identisch oder aber sie haben keine Funktion 
gemeinsam. 


(12) 


3) Vgl. [A.V. 1] und [A. V. 4]. 
*) Es braucht kaum darauf aufmerksam gemacht zu werden, daß das System (12) noch reduziert werden kann. 
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6. Wie im vorhergehenden Abschnitt sei m ein Parameter, der alle ganzzahligen 
Werte annehmen kann. Als Hauptfunktion vom Parameter m bezeichnen wir die durch 


pm (pi) = ( 5 ”) (E20) 


definierte Multi-Funktion 9„(2). Speziell gibt 9,(x) die Anzahl der Unterelemente von 
xzan und ist 9_,(2) mit u(z) identisch, während 


92) = 1 (22e), 
9-1(2) = 0 (z>e) 
ist. 
Satz 11. Die Menge der Hauptfunktionen über M ist eine Möbiussche Funktionen- 
klasse; dabei ist 


SPm(E) = Pm+ı(2), Rpm(2) = Pn-ı(l2). 
Beweis. Wegen der Sätze 8, 9 und 10 reicht es aus, zu zeigen, daß 
S 9m (pP) = Pm+1(P") 
ist. Das ist aber der Fall, denn für alle ganzzahligen Werte von m ist 


Som(pf) = z( . ”)- ( +m+ ). 


£ 
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Zur Zahlentheorie der Quaternionen-Algebren. 


Von Martin Eichler in Münster. 





Einleitung. 


Nach H. Brandt!) kann man die Klassen von Idealen in einer definiten Quater- 
nionen-Algebra Q der Diskriminante g? über dem rationalen Zahlkörper in einem quadra- 
tischen Schema (C,,) anordnen, so daß das Folgende gilt: Ist n eine natürliche Zahl und 
A(n) die Anzahl der ganzen Ideale der Norm n in der Klasse C,,, so bestehen zwischen 
den Matrizen P(n) = (r,,(n)) die Relationen: 


4)  Pim) Pin) = 2x0: P(”) mit zu -| 
t|m,n 


Die P(n) erzeugen demnach einen kommutativen Ring M. Wir werden hier die Spur von 
P(n) berechnen, und zwar stellt sie sich als eine Summe über Idealklassenanzahlen 
imaginär-quadratischer Zahlkörper heraus. Die Bedeutung dieses Ergebnisses ist dreifach. 

Erstens kann man die P(n) selber berechnen, sobald man nur ihre Spur, das Schema 
(C,,) und eine Basis des Ringes M kennt ($ 7). Mit Hilfe einer Klassenzahltabelle?) kann 
man also die Matrizen P(n) leicht berechnen und hat damit ein Mittel in der Hand, die 
Zerlegung einer natürlichen Zahl in Ideale in Q zu studieren, ohne diese Zerlegung explizit 
durchführen zu müssen. Diese Möglichkeit bedeutet eine befriedigende Abrundung der 
Idealtheorie in hyperkomplexen Systemen überhaupt, wenn man sich vor Augen hält, 
daß die Ideale einer zentralen einfachen Algebra über dem rationalen Zahlkörper, die 
nicht definite Quaternionen-Algebra ist, Hauptideale sind®). Für Algebren über alge- 
braischen Zahlkörpern gilt Entsprechendes (s. u.). 

Hiermit hängt die Berechnung der Idealklassenzahl von Q, sowie der Typenanzahl 
maximaler Ordnungen eng zusammen (Satz 11). 

Die Kenntnis der P(n) ist besonders deshalb wichtig, weil diese Matrizen eine Dar- 
stellung eines Teilringes des Multiplikatorenringes des Körpers der Modulfunktionen der 
Stufe q liefern. Ja dieser Umstand hat überhaupt erst ihr Studium angeregt. Im Falle 
q = Primzahl hat E. Hecke 1935 vermutet), daß diese Darstellung treu sei. Wir werden 
in einer hieran anschließenden Arbeit®) Heckes Vermutung bestätigen und sogar wesent- 
lich erweitern. Als Hilfsmittel zu diesem Nachweis wird uns die Spur der P(n) dienen. 
Das ist die zweite Bedeutung der vorliegenden Arbeit. 


1 für(,g)=1, 
0 sonst. 
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Selskab., Math.-fys. Medd. XVII, 12 (1935), S. 100. 

5) M. Eichler, Über die Darstellung von Modulformen durch Thetareihen, erscheint demnächst in diesem 
Journal. 
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Die dritte besteht in der Aufstellung gewisser Klassenzahlrelationen für imaginär- 
quadratische Zahlkörper ($ 7). Einige von diesen ergeben sich aus den Formeln (1), wenn 
man die P(n) mittels der Spuren und diese wiederum durch Summen über Klassenzahlen 
ausdrückt. Alle so erhaltenen Klassenzahlrelationen lassen sich den sogenannten Klassen- 
zahlrelationen der g-ten Stufe unterordnen. Wieviele von ihnen schon früher aufgetreten 
sind, möchte ich in Anbetracht der schwer übersehbaren Literatur unerörtert lassen. 

Der hiermit angedeutete Sachverhalt ist nun aber in vierfacher Hinsicht der Ver- 
allgemeinerung fähig. Erstens kann man die Überlegungen für Ideale zu nicht maximalen 
Ordnungen in Q durchführen. Wegen der zenannten Anwendung auf das Darstellungs- 
problem des Multiplikatorenringes eines Körpers von Modulfunktionen ist diese Ver- 
allgemeinerung besonders wichtig. Wir werden uns allerdings auf solche Ideale beschränken, 
deren Ordnungen eine Diskriminante g? mit quadratfreiem qg haben; das erlaubt einige 
Vereinfachungen gegenüber dem allgemeinsten Falle. 

Zweitens kann man total definite Quaternionen-Algebren über total reellen Zahl- 
körpern betrachten. Diese stehen mit den Hilbertscher Modulfunktionen in Zusammen- 
hang. Da ihre Theorie von algebraischer Sicht her aber noch unentwickelt ist, kann man 
eine Übertragung obigen Satzes über die Darstellung des Multiplikatorenringes höchstens 
vermuten. Die Klassenzahlrelationen bestehen aber auch jetzt, und zwar sind es Relationen 
zwischen Relativklassenzahlen total imaginärer quadratischer Erweiterungen eines solchen 
Körpers. 

Drittens kann man den Ganzheitsbegriff abschwächen, indem man Potenzprodukte 
gewisser Primzahlen als Nenner von im weiteren Sinne ganzen Zahlen zuläßt. Das liefert 
zwar keine neuen Klassenzahlrelationen; man muß diesen Verallgemeinerungsschritt aber 
machen, um auch den vierten gleichzeitig mitzuerfassen. Bei diesem wird der Grundkörper 
ein algebraischer Funktionenkörper mit endlichem Konstantenkörper. Beachtenswerter- 
weise erhält man auch jetzt Klassenzahlrelationen ($ 8), z.B. für die Anzahlen der 
Divisorenklassen O-ten Grades in elliptischen oder hyperelliptischen Funktionenkörpern. 


Die Allgemeinheit der gestellten Aufgabe macht es erforderlich, manches Bekannte 
neu zu begründen. Daher wird aus der Literatur nur wenig vorausgesetzt; die Kenntnis 
des Berichtes von M. Deuring®) genügt zum Verständnis, und zwar braucht man ihn nur 
soweit zu kennen, als er Quaternionen-Algebren betrifft. 

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: $ 1 bringt eine in Hinsicht auf die Allgemeinheit 
der Aufgabenstellung notwendige Verschärfung des Begriffes einer definiten Quaternionen- 
Algebra. In $ 2 wird die Zahlentheorie ‚im Kleinen‘ entwickelt, soweit sie nicht bekannt 
ist. In $3 wird die Idealtheorie in der Algebra Q mit der Idealtheorie kommutativer 
Teilkörper in Beziehung gesetzt; die Schlüsse beruhen hier vorwiegend auf lokalen Über- 
legungen. $ 4 bringt den Begriff des Maßes und das analytische Bestimmungsverfahren 
für das Maß. $ 5 ist der Verallgemeinerung der Matrizen P(n) gewidmet. Die Berechnung 
der Spur erfolgt in $6. Nimmt man das Ergebnis voraus, so wird man den $7 ohne 
weitere Kenntnis der Arbeit verstehen können; hier werden die wesentlichen bereits oben 
angedeuteten Schlußfolgerungen gezogen. Beispiele am Schluß sollen die Ergebnisse ver- 
deutlichen. $ 8 dient der Durchführung eines Einzelbeispiels in dem Falle, daß der Grund- 
körper ein Funktionenkörper ist. 


*) M. Deuring, Algebren, Ergebn. d. Math. Bd. 4, Heft 1, Berlin 1935. 
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$& 1. Arithmetisch definite Quaternionen- Algebren. 


Der Grundkörper X ist in dieser Arbeit stets entweder ein endlich algebraischer total 
reeller Zahlkörper oder ein endlich algebraischer Funktionenkörper über einem endlichen 
Konstantenkörper. 

In k werden endlich viele Primdivisoren (d.h. Äquivalente von Klassen von Be- 
wertungen) 09, O1, - . ., 0, als unendliche Primdivisoren willkürlich ausgezeichnet, doch 
sollen im Falle, daß k ein Zahlkörper ist, alle zu den archimedischen Bewertungen gehörigen 
Primdivisoren unter ihnen vorkommen. Als ganz bezeichnen wir alle Elemente ack, 
welche höchstens diese o, im Nenner haben, d.h. |a |, > 1 gilt höchstens für p=,,..., 0,- 
Die ganzen Elemente aus k bilden einen Integritätsbereich i, die Hauptordnung von k. 
Für die i-Ideale gilt die bekannte Idealtheorie. Es gilt ferner in folgender Form der 


Dirichletsche Einheitensatz. Die Gruppe der Einheiten von i ist das direkte Produkt 
von einer endlichen und r unendlichen zyklischen Gruppen. 

Beweis. Für den Fall, daß k ein Funktionenkörper ist, sei auf die Darstellung von 
H. Hasse”) verwiesen. Die dort durchgeführten Überlegungen lassen sich, wenn %k ein 
Zahlkörper ist, leicht mit der gewohnten (engeren) Formulierung des Dirichletschen 
Satzes kombinieren. Wir werden übrigens unten nur die Existenz einer endlichen Ein- 
heitenbasis benutzen. 

Ein relativ-quadratischer Zahlkörper K/k oder eine Quaternionen-Algebra Q/k 
heißt arithmetisch definit, wenn alle unendlichen Primdivisoren o, in K teils verzweigt 
teils träge bzw. in Q verzweigt sind. Sonst heißen K bzw. Q arithmetisch indefinit®). Aus 
bekannten Sätzen über relativquadratische Zerfällungskörper einer Quaternionen-Algebra 
— und diese stimmen bis auf Isomorphie mit den maximalen kommutativen Unterkörpern 
überein — folgt: 

Satz 1. Die maximalen kommutativen Unterkörper einer arithmetisch definiten Quater- 
nionen-Algebra sind arithmetisch definit. 

Unter einer Ordnung % einer Quaternionen-Algebra Q versteht man einen Teilring 
von Q, welcher gleichzeitig ein endlicher i-Modul ist. Sofern aus dem Zusammenhang nicht 
ausdrücklich das Gegenteil hervorgeht, verabreden wir, daß eine Ordnung stets 4 linear 
unabhängige Elemente enthalten soll. 

Die Bedeutung der arithmetischen Definitheit beruht in dem folgenden Satz, der, 
nebenbei bemerkt, für jede arithmetisch indefinite Algebra @ falsch ist: 


Satz 2. Sei X eine Ordnung (nicht notwendig vom Rang 4) in einer arithmetisch definiten 
Quaternionen-Algebra Q, ferner & die Gruppe der Einheiten von % und e die Gruppe der 
Einheiten von i. Dann ist der Index [E:e] = e endlich. 

Beweis. Die Normen der Einheiten von % bzgl. k bilden eine Untergruppe in e, 
welche mindestens alle Quadrate aus e enthält; sie hat demnach auf Grund des Dirichlet- 
schen Einheitensatzes in e einen endlichen Index. Daraus schließt man: Es gibt in $ 
endlich viele Einheiten,e,, . . ., &x, so daß für jede Einheit e von $ ein Index «=1,...,k 
sowie eine Einheit e in i existieren mit n(ee,e) = 1. Nun braucht man nur noch zu zeigen, 
daß % höchstens endlich viele Einheiten der Norm 1 enthält. 


?) H. Hasse, Zahlentheorie, Berlin 1949, S. 436. 

8) Für den analogen Begriff im Bereiche der quadratischen Formen s. M. Eichler, Quadratische Formen 
und orthogonale Gruppen, Berlin-Göttingen-Heidelberg 1952. — Die Ähnlichkeitsklassen indefiniter Gitter, Math. 
Zeitschr. 55 (1952), S. 216—252. Die in zahlentheoretischer Hinsicht so einschneidende Grenze verläuft in Wirk- 
lichkeit zwischen den arithmetisch definiten und indefiniten Formen (Körpern und Quaternionen-Algebren). 


Journal für Mathematik. Bd. 195. Heft 8/4. 17 
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Dazu seien ı,...,m (n S 4) eine Maximalzahl linear unabhängiger Elemente aus % 
und & eine Einheit der Norm 1 aus %. Es ist e = 2 ı,p,, wobei die p, = p,(e) einen Haupt- 
nenner haben, der in der Diskriminante der ı, aufgeht und infolgedessen beschränkt ist. 
Gäbe es nun unendlich viele e dieser Art, so können die | p,(e) lo, nicht sämtlich be- 
schränkt bleiben, da die p,(e) aus einem festen i-Ideal stammen (Beschränktheit des 
Hauptnenners). Für ein o, = 0 wächst also | p(e) |, = Max (| p,(e) |. | Pa(e) |., - - „) mit e 
über alle Grenzen. Dann sind die Koordinaten der Folge r = p(e)-!e o-adisch beschränkt, 
und eine Teilfolge konvergiert gegen einen Grenzwert r, + 0. Dabei ist 


| n(z,) |o = lim (| p(e) |,)"r(e) = 0, also n(T)=0. 
Nun liegt aber r, in der o-adischen Erweiterung von Q, und diese ist wegen der voraus- 


gesetzten arithmetischen Definitheit nullteilerfrei. Daher stellt , # 0, n(7,) = 0 einen 
Widerspruch dar. 


$ 2. Ideale quadratfreier Stufe. 


Die Diskriminante einer Ordnung einer Quaternionen-Algebra Q ist stets das 
Quadrat eines i-Ideals. Das gilt bekanntlich für maximale Ordnungen und überträgt sich 
von da sofort auf alle anderen Ordnungen. Von Hecke?) wurde der Begriff der Stufe einer 
definiten quadratischen Form mit ganzen rationalen Koeffizienten vom größten gemein- 
samen Teiler 1 so definiert, daß die zugehörigen Thetareihen Modulformen ebenderselben 
Stufe sind. In sinngemäßer Übertragung definieren wir hier die Stufe einer Quaternionen- 
Ordnung als 

gend)". 
Dabei bedeutet & das Komplement von % und n(9) den größten gemeinsamen Teiler der 
Normen der Elemente von &. Die Stufe ist ein ganzes i-Ideal. Sie ist das Produkt der 
Stufen der p-adischen Erweiterungen von $%. 

Satz 3. Es sei % eine Ordnung von quadratfreier Stufe q in der Quaternionen- Algebra Q. 
Für ein in q aufgehendes Primideal p ist entweder Q, nullteilerfrei und %, die (einzige) 
maximale Ordnung von Q,, oder aber ‘%, ist isomorph mit der Ordnung der zweireihigen 
Matrizen mit Elementen aus i,, wobei das links unten stehende sogar durch p teilbar ist. 


Im letzteren Falle werden wir die unmißverständliche Abkürzung 
(2) ,=- ( ») 
m 
benutzen. Die Primteiler der beiden genannten Arten von q fassen wir zu den Produkten 
g, und q, zusammen, die fortan in dieser Bedeutung gebraucht werden. Es gilt also 

(3) g= 41%. 

Beweis. Es sei ı, eine i,-Basis von %,. Unter der Diskriminantenmatrix verstehen 
wir die vierreihige Matrix (s(1,4,)) = (1,1, + ı,1,), wobei der Querstrich die Konjugierten- 
bildung bedeutet. Das Komplement $% = (t,) wird durch 

--, _jilfürau=», 

eat) = Io für u +» 
definiert. Es ist (s(?,7,))=(s(i„.)) ', und n($) der größten gemeinsamen Teiler aller 
+ (s(£,T,) + s(,t,)). Damit ist der Anschluß an den Begriff der Stufe für quadratische 


®) E. Hecke, a. a. 0.*), 8.61. 
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Formen hergestellt. Dort gilt: Die Diskriminante | s(:„:,) | teilt die 4. Potenz der Stufe, 
sie teilt sogar schon eine kleinere Potenz der Stufe, falls nicht die Diskriminantenmatrix 
das q-fache einer unimodularen Matrix ist, deren Diagonalenglieder sogar durch 2 teilbar 
sind (falls p | 2)?°%).Da Letzteres nicht der Fall ist, folgt aus der vorausgesetzten Quadrat- 
freiheit der Stufe, daß die Diskriminante das Quadrat der Stufe ist. Dasselbe gilt dann 
natürlich auch im Großen. 

Im Falle, daß Q, nullteilerfrei ist, stellt Satz 3 Bekanntes fest. Es bleibt daher der 
Nachweis übrig, daß eine 


(4) Ip = (} $) 
nl” 
umfassende Ordnung ‘%, der Diskriminante p? mit (2) isomorph sein muß. Eine Basis 
von %,, bilden die Matrixeinheiten ö,,. Eine Basis von %, kann man in der Form 


& = Ayıdıı + . - + ba Öaı 
&= Ggpög + . + CgıÖg, 
& = 412612 + dyıözı, 


ni Auges Ayı Ögı 


ansetzen, a,, usw. €i,. Dabei wird i,a,,@,@,5@,, = p, vorausgesetzt. Die über a3, @,s, @,, 
stehenden Koeffizienten darf man jeweils modulo den i,-Idealen (a,,), (a,:), (@,,) reduziert 
annehmen, und zwar möglichst zu 0 reduziert. Ist (a,,) = p,, s0 wären @g, Ga, Q,, Ein- 
heiten. %, würde dann aber ö,,ö,, = ö,, enthalten, was (a,,) = p, widerspricht. Aus 
demselben Grunde ist auch (a,,) + p,. Von jetzt ab dürfen wir ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit a,, = aa, = 1 annehmen. Aus Symmetriegründen darf man auch noch 
a, = 1 voraussetzen; a,, ist dann ein Primelement. Da ö,, + d, = 1 in 3, liegt, muß 
ba, + &ı = O mod p, sein, und man kann die Basis so abändern, daß sogar b,, + cz, = 0 
ist. Ersetzt man %, durch E 1) ; a. A. so gehen b,,, Ca, in 0 über. Da jetzt 
&&; = Öj, in %, liegt, folgt d,, = O mod p,, und man kann d,, = 0 machen. Jetzt hat 
%, die behauptete Gestalt (2). 

Die Idealtheorie in maximalen Ordnungen wird als bekannt vorausgesetzt. Zu ihrer 
Übertragung auf nicht maximale Ordnungen genügen einige kurze Andeutungen. Die 
Ideale entstehen mittels Durchschnittsbildung aus ihren p-adischen Erweiterungen. Unter 
einem %,-Linksideal ist eine Gesamtheit M, = %,# mit einem Nicht-Nullteiler zeQ, 
zu verstehen. M, heißt ganz, wenn M, < %,. Die Rechtsordnung von M, ist J, = u", u- 
Es ist dann auch W, = uS%,, und aus N, < 3, folgt M, < %,, sowie umgekehrt. Selbst- 
verständlich gilt 

Satz 4. Die Ideale, deren Links- oder Rechtsordnung eine feste quadratfreie Stufe q 
haben, bilden ein Gruppoid. 

Bei dem Beweise muß man Satz 3 heranziehen. 

Abweichungen vöm Gewohnten für die Ordnung (2) sind hauptsächlich bei zwei 
Fragen zu erwarten. Die erste ist die Abzählung aller ganzen %,-Linksideale von gegebener 
Norm. Es bezeichne p ein Primelement in i,, und 


_[Mı Mıs _ fe 8ıa 
er ’ _ 
PmMza, Mas Peaı ©2 
10) S. das unter ®) zitierte Buch des Verf., S. 59/60. Die zweite Hälfte obiger Aussage wird dort zwar nicht 
ausgesprochen, ist jedoch im Zusammenhang unmittelbar evident. 


20” 
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seien ein beliebiger Nicht-Nullteiler und eine Einheit aus %,. Wir suchen e so zu bestimmen, 
daß 
m,ı er er | &ıMıı + PeieMgı EM + Da 
Pmz, Mm) \Pleımı + ©eMzı) PezıMız + Ego 
eine Normalgestalt bekommt. 
Wenn m,, nicht öfter als m,, durch p teilbar ist, kann man e,,, gs so finden, daß 


Ma, = &gıMyı + gez, = 0 und (Pes,, &) = i, ist; Po, & kann man als zweite Zeile 
einer Einheitsmatrix aus $, nehmen. Multipliziert man weiter u’ links mit Einheiten der 


t ‚ i „s. 12 ’ 
Form (& 2 ) wo e,, &, Einheiten von i, sind, so kommt man auf die Normalform 
® 


v=en-( 


p’ c d ’ 

(5a) „|; e mod p” reduziert. 
0 p 

Ist aber m,, durch p öfter teilbar als m,, , so ist die Gleichung m; , = e,1Mıı + P&ıaMgı = 0 

mit (&,, P6ı) =i, lösbar, und für ein solches Paar gibt es ein zweites &,, €; mit 

&11@gg — P&ıa&sı = 1. Multipliziertt man « links mit diesem e und weiter mit Einheiten 


der Gestalt ( .) ‚ so kommt man für u’ auf die Normalform 
2 


(5b) (pm er c mod p“+! reduziert. 
Die verschiedenen Matrizen (5a), (5b) sind niemals linksseitig assoziiert. Bedeutet 
N(p) die Anzahl der Restklassen von i mod p, so gibt es 


ı_ 9 Ne —1 
(6) 1+2N(p) +: +2Np =2—, oT 
ganze %,-Linksideale der Norm p#. 

Der zweite Punkt, in dem sich die Idealtheorie der Ordnungen (2) von der der 
maximalen Ordnungen unterscheidet, ist 

Satz 5. Es sei %, die durch (2) definierte Ordnung. Die ambigen %,-Ideale sind Potenzen 
von ®, = 3,7%. Dabei ist 


(7) 


mit einem Primelement p. Es ist PB, = $, pP. 

Es gibt also ambige wie nicht ambige ganze $- Ideale, deren Norm eine Potenz von p 
ist, doch ist auch jetzt ein ganzes ambiges %-Ideal durch seine Norm eindeutig gekenn- 
zeichnet. 

Beweis. Aus n"!%,r = %, folgt, daß ®, und dessen Potenzen ambig sind. Es sei 
nun \%,4 ein ganzes ambiges Ideal, wobei „ in der Normalgestalt (5a) oder (5b) an- 
genommen wird. Liegt (5b) vor, so ersetze man u durch #’ = zu und erhält ein ebenfalls 
ambiges Ideal, wobei u’ die Gestalt (5a) hat. Ambige Ideale dieser letzteren Gestalt sind 
diejenigen, bei denen @ = b, c = 0 ist; Satz 5 behauptet, daß es die einzigen seien. Zum 
Nachweis transformiere man das allgemeine Element von %, mit u: 


A | 2ıı le De re P*zu+p” el — 2) — p' ha! 
0 u Pa %as)\0 p’ u %ga+ p' "ezyı 


Das transformierte Element ist für alle x;, €i, dann und nur dann wieder in $, gelegen, 
wenn a= b und c = 0 mod p® ist, wie behauptet wurde. 
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$ 3. Kommutative Teilkörper. 


Die maximalen kommutativen Teilkörper X einer Quaternionen-Algebra Q/k sind 
quadratische Erweiterungen von k; ausnahmsweise können sie mit k isomorph sein, und 
das ist höchstens dann möglich, wenn Q Nullteiler enthält. Einen über k quadratischen 
Unterkörper von Q wollen wir einen regulären Unterkörper nennen. 

Die regulären Unterkörper stimmen (bis auf Isomorphie) mit den quadratischen 
Zerfallungskörpern von Q überein. 

Eine Ordnung © von K heißt in eine Ordnung $ von Q optimal eingebettet, wenn 
O=&%rK ist"). Es gilt der leicht einzusehende 


Hilfssatz. O ist in $ dann und nur dann optimal eingebettet, wenn für alle p auch 
(8) DO, = Di, 


in %, optimal eingebettet ist. 

Im allgemeinen ist O von der maximalen Ordnung ©, von K verschieden. Es sei 
noch an den Begriff des Führers erinnert: Der Führer f von © ist das umfassendste i-Ideal 
in k, für welches fO,< O gilt. Im Kleinen besitzen ©, und © Basen: DO, = [1, @,], 
o, = [1, fo,], und f, = i,f ist der p-adische Beitrag zu f. 

Es gilt nun, die Idealtheorie der Ordnungen $% von Q mit der Idealtheorie der 
Ordnungen OÖ der regulären Unterkörper X von Q zu verknüpfen. Unter einem O-Ideal 
verstehen wir den Durchschnitt von O,-Idealen X, = D,&, mit irgendwelchen a, # 0EK, 
für alle p, wobei höchstens endlich viele X, + O, sein sollen (für ©, vgl. (8)). Bei dieser 
Fassung des Idealbegriffs bilden die O-Ideale für eine beliebige Ordnung Ö eine Gruppe, 
und auch für ihre Einteilung in absolute und relative Idealklassen gilt dasselbe wie für 
die entsprechenden Begriffe bei maximalen Ordnungen. 


Satz 6. K sei ein regulärer Unterkörper vonQ und D eine Ordnung in K vom Führer f. 
Dann und nur dann gibt es eine Ordnung % der Stufe q = 419, in Q, welche in © optimal 
eingebetiet ist, wenn folgende beiden Bedingungen erfüllt sind: 1) (f, q,) =i, 2) jeder Prim- 
teiler p von q, geht entweder in f auf oder p ist in K nicht träge. 


Zur kürzeren Beschreibung des Sachverhalts führen wir ein neues Symbol ein: 
K Eh 
®) 5). falls p zum Führer von OÖ prim ist, 


m ehr N: 


dabei bedeutet (7) das Artinsymbol'2). Ist speziell die Charakteristik + 2, so ist das 


sonst; 


Artinsymbol gleich dem Legendresymbol und für O = i[o]: 





p 


(9a) jetol |- (er—een) KH Ver ), falls s(0)® —4n(@) #0 mod p: 
p 


4 falls s(w)? — An(w) = 0 mod p?. 
1) 0, F.G. Schilling, Über gewisse Beziehungen zwischen der Arithmetik hyperkomplexer Zahlsysteme 
und algebraischer Zahlkörper, Math. Annalen 111 (1935), S. 372—389, bes. S. 376ff. 
12) Auch im Falle der Charakteristik 2 schreiben wir ihm die Werte —1, 0, 1 zu, je nachdem ob pin X 
träge, verzweigt oder zerlegt ist, im Gegensatz zu H. Hasse, Theorie der relativ-zyklischen algebraischen Funk- 
tionenkörper, insbesondere bei endlichem Konstantenkörper, Journ. reine angew. Math. 172 (1934), S. 87— 54. 
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Dabei bedeute t = 0 mod p?, daß, unter p ein Primelement verstanden, tp-? = x? mod 4i 
lösbar ist; für Primteiler p von 2 ist das eine schärfere Bedingung als die Kongruenz im 
gewöhnlichen Sinne. Die Bedingungen von Satz 6 können jetzt so formuliert werden: 


(10) a +4 für alle p | q,, % 


Beweis für Satz 6. Gemäß obigem Hilfssatz müssen die Bedingungen zunächst im 
Kleinen als notwendig und hinreichend erkannt werden. 

Es sei p ein Primteiler von q,. Dann ist Q, nullteilerfrei und enthält nur eine einzige 
Ordnung ‘, der Stufe p; sie ist maximal. Jede Ordnung von X, ist in $%, enthalten, ins- 
besondere die maximale O,,. Nur diese letztere ist in $%, optimal eingebettet. 

Nun sei p ein Primteiler von q,. Nach Satz 3 darf man eine Ordnung $, der Stufe p 
in der Form (2) ansetzen. D, sei in %, optimal eingebettet. O, besitzt eine i,-Basis [1, ©], 
dabei sei 


(11) 


I+-1 für alle p| q,°). 


p wie bisher ein Primelement. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf a = 0 voraus- 
gesetzt werden; denn man könnte nötigenfalls durch  — a ersetzen. Ist be =d = 0 
mod p, so geht p im Führer von ©, auf. Wenn aber be oder d zu p prim sind, so ist die 
charakteristische Gleichung &® — d& — pbe = 0 von w entweder in k, lösbar (für d & 0 


mod p) oder aber p ist in k,(w) verzweigt (d = 0 mod p). Es ist daher tell +—1. 


Ist diese Bedingung aber erfüllt, so kann man ® stets durch eine Matrix (11) mit a = 0 
und (b, c, d) = i, darstellen, und dann ist i,[®] in %, optimal eingebettet. 

Ähnlich und völlig elementar verläuft der Nachweis, daß für ein nicht in q, 9, auf- 
gehendes p jede Ordnung O, in die Ordnung (4) optimal eingebettet werden kann. 

Es bleibt jetzt noch der Schluß vom Kleinen aufs Große übrig. Wir setzen voraus: 
Zu jedem p gibt es ein $, der Stufe q, = p bzw. = i,, welches DO, optimal enthält. Alle 
in qf aufgehenden Primideale seien p,, v»=1,...,n. Die ,, sind die p,-adischen Er- 
weiterungen von gewissen Ordnungen $%, in Q der Stufe q. Es sei %, eine maximale Ordnung 
in Q, welche die Hauptordnung ©, von K enthält; es ist also O, in $, optimal eingebettet 
und daher DO,, in $o, für alle p. Nun gibt es eine Ordnung ‘% in @, deren p-adischen Er- 
weiterungen %,, = 3, für v=1,...„n und %, =, für alle übrigen p sind. Kon- 
struktionsgemäß hat ‘% die Stufe q, und Ö, ist für alle p in $%, optimal eingebettet. 


Satz 7. In zwei Ordnungen %,, %s derselben quadratfreien Stufe sei die Ordnung D 
eines regulären Unterkörpers K von Q optimal eingebettet. Dann gibt es ein D-Ideal W derart, 
daß ZA = AF, ist. 

Ist umgekehrt DO in %, optimal eingebettet, und ist X ein D-Ideal, so ist auch D in der 
Rechtsordnung %, von YıYl optimal eingebettet. 


Beweis'*). Der zweite Teil des Satzes ergibt sich so: Für ein p sei X, = O,a; dann 
ist Jı, U, = ya und Ya, = 0 13,%. Also D,< 2). Wäre eine größere Ordnung von 


13) Diese Bedingungen sind zusammen mit (&) + 1 für alle unendlichen Primdivisoren o sogar notwendig 


und hinreichend dafür, daß zu einer abstrakt gegebenen Ordnung Ö ein % der Stufe ginQunden®’ Din 
existiert. 

14) Beweise des Satzes für den Fall maximaler Ordnungen DO und %, aber beliebiger zentraler einfacher 
Algebren: 1) H. Hasse, Über gewisse Ideale in einer einfachen Algebra, Act. Sei. Ind. 109, Paris 1934. 2) E. Noether, 
Zerfallende verschränkte Produkte und ihre Maximalordnungen, Act. Sei. Ind. 148, Paris 1934. 3) C. Chevalley, 
Sur certains ideaux dans un alg. bre simple, Abh. Math. Sem. Hamburger Univ. 10 (1934), S. 883-105. 4) 0. F.@. 
Schilling a. a. 0.1). 
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K, als ©, in 3, enthalten, so müßte diese auch in %,, = 02,x! enthalten sein, im 
Gegensatz zur Voraussetzung, daß O, in %,, optimal eingebettet sei. 

Der erste Teil wird wie der zweite durch Betrachtung an den einzelnen Primstellen 
bewiesen; dabei werden drei Fälle, je nach dem Schwierigkeitsgrad, unterschieden. 

a) p | q,- Q, enthält nur eine einzige Ordnung %, der Stufe p; es ist also %,, = I, 
und U, = Ö, erfüllt das Verlangte. 

b) p + q,42- Alle Ordnungen der Stufe i, sind mit (4) isomorph. Wir setzen %,, in 
der Form (4) voraus. Es sei %,, = &"1,,& mit einem &€ %,,. Sind &,, 2, zwei Einheiten 
von $,,, 80 ist nach Voraussetzung DO, = e3'D,£; in 3, = 25 'Y,&, und Zı, = &'Yı,& 
optimal eingebettet. %,, ist die Rechtsordnung von %,&, & = e,&e,. Wir ersetzen nun 
D,, Iapı & durch O,, 3), &, schreiben aber wieder D,, $a,, x; und zwar bestimmen wir 
die Einheiten e,, 2, so, daß & die Normalform 


10 
er Krel £ „) 


annimmt (p ein Primelement); wir haben a gleichzeitig möglicherweise durch eine Potenz 
von p dividiert, was die Allgemeinheit nicht beeinträchtigt. Ist r = 0, so ist Jg, = Ip, 
also nichts zu beweisen; wir nehmen r > O0 an. Dann ist 


— (1 er 
> (in, iy 


i ab 
D, = 1,[®], o-(‘ 2 
wo man a = () voraussetzen kann; denn man könnte »® durch  — a ersetzen. Die optimale 
Einbettbarkeit von DO, in %,, und 2, besagt nun: 
(13) (b, c, d) -- in, (p"b, p’e, d) ee iu; 
daraus folgt insbesondere b = 0) mod p’. Gibt es zwei Elemente u, vei,, für die 


Ip = Yıp(u + vo) 


gilt, so ist U, = D,(u + vw) die p-Komponente eines Satz 7 genügenden O-Ideals. Die 
genannte Gleichung trifft zu, falls 


| -ı _fu pw 
(14) ee“ ” p’(u+ “) 


eine Einheit von %,, ist. Hierzu muß man u, v aus der Kongruenz u + vd = (0 mod p, 


so bestimmen, daß die Determinante D von (14) eine Einheit wird. Setzt man v=1, 
u=—d-+ p’u,, so ist 

D= — du, + pw — p"be. 
Ist d$#0 mod p, so kann man u, immer so finden. Ist aber d= (0 mod p, so muß wegen (13) 
p""be=#0 mod p sein, und z, = 0 leistet bereits das Verlangte. 

c) p|qs. Man nimmt %,, gemäß Satz 3 in der Form (2) an und %, =a 7 Fp%, 
wobei & rechts und links mit Einheiten von $%,, multipliziert werden darf, wie 
im Schritt b). Das Ziel ist wieder, & in die Gestalt (12) zu bringen; man erreicht 
es aber nur dann, wenn man «& auch noch links und rechts mit Potenzen des 
Elements (7) multipliziert. Das ist auch erlaubt; denn ersetzt man Q,, «, ap durch 
= nr Q,n, ea, nr i,n, so ist D, in I, = r "3,7 (nach 
Satz 5) und in %, = a’ "9,0 = a "an "$,,r"an’ (ebenfalls nach Satz 5) optimal 
eingebettet. 
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Durch linksseitige Multiplikation von & mit einer Einheit e, stellt man zunächst 
eine der Normalformen (5a, b) her, wobei im Falle (5b) linksseitige Multiplikation mit 
r auf (5a) führt. Einen gemeinsamen Teiler aller Koeffizienten von (5a) darf man heraus- 
heben und daher (p*, p?, c) = i, voraussetzen. Ist nun = 0, so kann man auch c = 0 
machen, und die Transformation mit z vertauscht p“ und p?, so daß jetzt « in die Gestalt 
(12) übergeführt ist. Im Falle a = 0 wird diese Gestalt durch rechtsseitige Multiplikation 
mit der Einheit ( 
bilde man zunächst 


u: hergestellt. Ist aber a>0,5>0, so ist c#0 mod p. Dann 


22 Baar | ai Ei A 
EZ »)(e 0) (95 ); 


bringt man «&’ durch linksseitige Multiplikation mit einer Einheit und eventuell mit r 
auf die Gestalt (5a), so fällt wegen c #0 mod p nunmehr a = 0) aus, und man kann wie 
oben weiter schließen. 
Wie im Schritt b) nimmt man hierauf 
\ 0b 
En (ve ı) 
an, wobei wieder 
(b, c, d) =i,, (p"b, p’e, d) =i, 
sein muß. Es sind u, vei, so aufzufinden, daß 


u p"vb 
pve p’(u + vd) 


(u + vo) «"! -( 


eine Einheit in %,, ist. Ist d #0 mod. p, so leistet dieses vo=1,u=—d-+ p. Ist aber 
d = (0) mod. p, so wird der Ansatz unter b) folgendermaßen abgeändert: Es ist 


.- oc p”b p! 

+ (20) 

eine Einheit in %,, also %,(—d+ ®) = 1,7%, d.h. U, = D,(—d-+ o) leistet das 
Verlangte. 


$ 4. Klassenzahl und Maß. 


Von jetzt ab machen wir die Voraussetzung, daß die Quaternionen-Algebra Q/k 
arithmetisch definit sei. Die Anzahl H der Linksidealklassen, in die die Linksideale für 
eine Ordnung % der Stufe q in @ zerfallen, ist dann i.a. > 1. (Sie ist von % unabhängig 
und gleichzeitig gleich der Anzahl der Rechtsidealklassen für ein %.) Sei J, = My, - : , My 
ein Repräsentantensystem der Linksidealklassen für % = %,. Die Rechtsordnungen $%, 
der M, repräsentieren dann alle Typen von Ordnungen dieser Stufe; die Anzahl der 
Typen heiße 7. 

Wir denken uns die M, so numeriert, daß $,,...,$7z zu verschiedenen Typen 
gehören, und für jedes » sei T,,(u=14,..., H,) ein Repräsentantensystem aller Klassen 
ambiger %,-Ideale. Dann ist M,T,, (u=1,...,H, »=1,...,T) auch ein Reprä- 
sentantensystem aller $-Linksklassen und demnach 


; 
(15) H= SH,. 


v1 
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Die Klassenzahlen 4, der ambigen },-Ideale stehen mit den Automorphismen- 
anzahlen der %, in Beziehung. Auf Grund von Satz 5 und seines Analogons für maximale 
Ordnungen läßt sich jedes ambige $,-Ideal T, als Produkt eines ganzen ambigen $,-Ideals 
Z,,, dessen Norm in q aufgeht, und eines i-Ideals t in k schreiben: T, = T,,t. Mit einem 
Repräsentantensystem a, (y=1,..., As) der Idealklassen in k gilt dann also für jedes 
ambige %,-Ideal die Darstellung T, = T,oa,t, t€k. Andererseits kann man T, = T,,« 
mit einem Repräsentanten 7,, der H, ambigen ‘%,-Klassen und einem ambigen Haupt- 
ideal $,& schreiben. Es ist x-!1%,& = %,, d.h. & induziert einen inneren Automorphismus 
von &,. Werden durch , (eo =1,..., g,) alle inneren Automorphismen induziert (g, wird 
sich nebenbei als endlich herausstellen), so ist x = a,t,tek. Durch T, = T,,& ist & 
aber nur bis auf eine Einheit e als linksseitigen Faktor gegeben, und e läßt sich in der 
Weise e = e,e mit einem maximalen System &, (=1,...,e,) bzgl. i nicht assoziierten 
Einheiten von $%, und einer Einheit e von i schreiben. Das bedeutet, durch T, ist x genau 
e,.deutig festgelegt. Vergleich beider Darstellungen vonT, ergibt die Formel h,2* = 2 I 


oder 
TUR 

(16) Fr ho En 
Dabei bedeuten: 4, die Anzahl der Klassen ambiger $%-Ideale, g, die Anzahl der inneren 
Automorphismen von %,, e, den Index der Einheitengruppe von i in der Einheitengruppe 
€, von $,, iu die Idealklassenzahl von i, x die Anzahl der Primteiler von q. 

Die Klassenzahl 4 und die Typenzahl 7 werden unten als ein Nebenergebnis 
unserer Untersuchungen erscheinen. Zu ihrer Berechnung brauchen wir aber das so- 
genannte Maß, die Summe 


T 
an) = yı, 


„1 


welches mit den gewohnten transzendenten Hilfsmitteln berechnet wird, falls k ein 
algebraischer Zahlkörper und i die Ordnung der im gewöhnlichen Sinne ganzen Zahlen 
. aus k ist. Für Funktionenkörper k als Grundkörper ist die Maßbestimmung bisher nicht 
durchgeführt worden. 

Der p-Beitrag für ein p |q, zu der Zetafunktion Z(s) einer Ordnung der Stufe 
q9= 4,9, ist nach $ 2 (Formel (6)) 


u on N (p)'+! u | er te 1+ N (p)!-2 
tus) = 2. No 1) No = NO 
Die Zetafunktion selber ist deshalb 
Us) = &(25) &(2s—1) / [(1—Nipi-=) (1 + N") 
pa v1 


Trägt man dieser Abweichung von dem für maximale Ordnungen Bekannten Rechnung, 
so ergibt sich) 





2 2) DJ: 
(18) M = a /I[aw-1)/Iaw+N. 


»1gı v1 
Dabei bedeuten: n den Grad, h, die Idealklassenzahl, Z,(s) die Zetafunktion, D, die Dis- 
kriminante von k. 
15) M. Eichler, Über die Idealklassenzahl total definiter Quaternionen-Algebren, Math. Zeitschr. 43 (1937), 
8. 102—109. 
Journal für Mathematik. Bd. 195. Heft 3/4. 18 
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$& 5. Die Anzahlmatrizen. 


Wie in $4 sei M,(»=1,...,H) ein Vertretersystem der $%,-Linksidealklassen. 
Dann ist MI'M,( »=/1,...) ein Vertretersystem aller $,-Linksidealklassen. 


Wir bilden nun mit H. Brandt!*®) die Anzahlmatrizen 
(19) Pin) = (rw(n)), 
wo 7,,(n) die Anzahl der ganzen %,-Linksideale der Norm n ist, welche mit M,'M, 


linksäquivalent sind. 

Einer durch n vertretenen i-Idealklasse wird folgendermaßen eine gewisse Permu- 
tation A(») der Ziffern 1,..., 7 zugeordnet: M,n ist mit M,,,, linksäquivalent. L(n) sei 
diejenige Matrix, welche an der Stelle #» den Koeffizienten 1 hat, wenn » = A(u) ist, 
sonst 0. Dann gilt ersichtlich : 

(20) L(m-n) = L(m) L(n). 

Neben den P(n) und ZL(n) brauchen wir noch die Diagonalmatrix E, bestehend aus den 
in $4 erklärten Einheitenindizes e, = [E,:e] für die Rechtsordnungen $%, der M,. Da 
die Rechtsordnungen von M,n und M, übereinstimmen, permutiert A(») nur Indizes, für 
welche e, gleich ist. Also gilt 


(21) L(n)E= EL(n). 
Wir beweisen jetzt die wichtige Symmetrieformel 
(22) P(n) E = (P(n) L(n) E) = EL(n)-! P(n). 


Der Punkt bedeutet Spiegelung der Matrix. Die ganzen %,-Linksideale der Norm n aus 
der Linksklasse von M,'M, seien Y, =M,'M,a, (o=1,...,r,,(n)).Man ordnet ihnen 
folgendermaßen ganze $,-Linksideale derselben Norm aus derLinksklasse von M-'M,n zu: 


ad Ye M,) m. = 

(23) W-W = LI MN; - M;'M,ä,. 
Diese Zuordnung ist i. a. nicht eindeutig, denn «, ist durch X, nur bis auf eine Einheit :, 
von $, als linksseitigen Faktor bestimmt. Die Zuordnung (23) ist umkehrbar, wobei man 
beachten muß, daß auch jetzt «, durch W% nur bis auf eine Einheit e, aus $%, als links- 
seitigen Faktor bestimmt ist. Läßt man nun e,, e, je ein Repräsentantensystem von e 
in den Einheitengruppen €,, €, durchlaufen, so repräsentieren M-'M,e,a,e, die 4, 
genau e,-fach und M,M/'e,x,e, die X+ genau e,-fach, während die Zuordnung (23) jetzt 
umkehrbar eindeutig wird. Daher hat man 


7 (N) e, = 7,4 (N) e, 


oder in Matrixschreibweise die Gleichung (22). 
Für die Anzahlmatrizen gelten die folgenden Multiplikationsgesetze: 


(24) P(m) P(n) = P(m -n), falls (m, n) =i 
b 
(25) P(p%) P(p)= I’ N PpH®)Lp-', azb, 
v=0 
falls p ein nicht in q aufgehendes Primideal ist. Für einen Primteiler p von q, gilt 
(26) P(p*) P(p’) = P(p**°). 





1) A.a. 0.1). Brandt nennt sie Heckesche Matrizen, nicht mit vollem Recht, denn sie wurden von ihm 
selber eingeführt, allerdings in der Absicht, gewisse funktionentheoretische Ergebnisse Heckes arithmetisch zu 
deuten. Den Übertragungen der Anzahlmatrizen auf quadratische Formen beliebiger (vorwiegend gerader) Va- 
riablenzahl ist das IV. Kapitel meines unter ®) zitierten Buches gewidmet. 
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Die Gleichung (24) bringt bekanntlich zum Ausdruck, daß die Dirichletreihe mit Matrix- 
koeffizienten 


eine Eulersche Produktentwicklung besitzt. (25) und (26) besagen, daß die Faktoren in 
diesem Produkt im Sinne Heckes kanonisch sind. Für die Primteiler p von q, gilt dieses 
aber nicht mehr!?). 


Beweis von (24). Ein ganzes %,-Linksideal € der Norm mn erlaubt eine und 
nur eine Produktzerlegung € = AB in ganze Ideale WA, ® der Normen m,n, wenn 
(m,n) =i ist. € durchlaufe die ganzen %,-Linksideale der Norm mn aus der Klasse 
von M,'M,; dabei möge A der Klasse von M/'M, angehören: U = M;!'M,x. Dann ist 
B= a! MM, = a'B’a,und ®' ist gleichzeitig mit ® ganz. Die Zuordnung B — ®’ 
ist bei gegebenem «& eineindeutig. Multipliziert man umgekehrt alle ganzen X der Norm m 
dieser Art mit allen ganzen ® der Norm n, so bekommt man ganze & der Norm mn aus 
der Klasse von M;'M,. Folglich gilt 


(27) Am) = FruelMm) a0), 
[7 


wie behauptet wurde. 


Beweis von (26). p sei ein Primteiler von q,. Es gibt dann für jedes a> 0 genau ein 
ganzes Ideal der Norm p® und von vorgeschriebener Linksordnung; es ist ambig. Die 
Gleichung (27) ist jetzt auch gültig für m = p*, n = p’ in dem Sinne, daß die x,,(p*) 
jeweils O oder 1 sind, und zwar gibt es zu einem u genau ein », so daß n,,(p®) = 1 ist, 
sowie umgekehrt. 

Beweis von (25). Wir behandeln zunächst den Spezialfall 5 = 1. p sei ein zu q teiler- 
fremdes Primideal. Ein ganzes Ideal € heiße primitiv, wenn p-!€ nicht mehr ganz ist, 
sonst imprimitiv. Ein ganzes primitives %,-Linksideal € der Norm p®+! erlaubt eine und 
nur eine Produktzerlegung &€ = AB in ganze Ideale X der Norm m = p“ und ® der 
Norm n = p. Ein ganzes imprimitives € dieser Norm erlaubt dagegen soviele solche 
Zerlegungen, als es Ideale 8 der Norm p überhaupt gibt, d.h. N(p) + 1; denn es ist 
BB = p%, wo X die Rechtsordnung von ® bezeichnet. Die übrigen zu (24) führenden 
Überlegungen bleiben gültig, und es gilt jetzt 


(28) P(p°) P(p) = P,(p°+') + (N(p) + 1) Pilpe+t), 


wenn P,, P; die P entsprechenden Anzahlmatrizen der primitiven und imprimitiven 
Ideale sind. Ersichtlich ist ?= P,+ P;. Ferner sind die imprimitiven Ideale € = €’p 
mit ganzem €’, und wenn € der Linksklasse von M;'M, angehört, so gehört €’ der 
Linksklasse von W'M,p" an. Das ergibt P,(p**")= P(p*-') L(p"). Demnach ist (28) 
mit (25) im Falle 5 = 1 identisch. 

Die Überlegungen bleiben wörtlich richtig, wenn man n(Q) = p, n(B) = p*® ver- 
langt. Dann vertauschen sich in (25) die Faktoren auf der linken Seite. Da das Ergebnis 
sich nicht ändert, sind hiernach P(p°) und P(p) vertauschbar. Multipliziert man 
P(p)? = P(p®) + N(p) L(p-") links oder rechts mit P(p), so erhält man 


P(p)’= P(p) P(p?) + N (p) P(p) L(p=") = P(p?) P(p) +N (p) L(p=") P(p). 


Wegen der Vertauschbarkeit von P(p) und P(p?) ist also P(p) mit L(p") vertauschbar. 
Daraus folgt weiter: P(p«) und L(p-!) sind vertauschbar. 


17) Zur Möglichkeit nicht kanonischer Eulerprodukte s. Hecke a. a. 0. *), S. 49. 
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Allgemein wird (25) durch vollständige Induktion bezüglich b unter der Voraus- 
setzung a > b bewiesen. Multiplikation von (25) mit P(p) ergibt wegen der soeben fest- 
gestellten Vertauschbarkeitsregeln: 


P(p*) (P(p’*}) + N (p) Zip") P(p’")) 
= v. (N (p)" Lip=!yr PipetP+1=27) 4. N (pyr+! L(pmtyr+tt L(pet?+1-20+D)), 


Benutzt man (25) noch einmal für b — 1 statt b, so läßt sich dies umformen zu 


b 
P(p*) P(pPt!) BEN 4 (N (p)” L(p-'), P(p*+P+1-3%) + N (p)+! Er ae TEE 


v=0 
b-ı 


— N (pyr*! L(p-'y*! P(pe+?+1-%+D) 


v=0 
b+1 


v. ZN (p)’ L(p-!y P(pet?+1-2), 
v0 
was zu beweisen war. 

Satz 8. Jeder kommutative durch Anzahlmatrizen P(n) sowie Matrizen L(n) erzeugte 
Ring M über dem Körper der reellen Zahlen ist halbeinfach; ein solcher Ring ist z. B. der 
durch alle L(n) und alle P(n) mit (n, q,) = i erzeugte. 

Der nicht ganz einfache Beweis zerfällt in vier Schritte a)—d), von denen bereits c) 
ausreichend ist, wenn die Idealklassenzahl für i gleich 1 ist. 

a) Der durch alle Z(n) über dem Körper K der reellen Zahlen erzeugte Ring & ist 
kommutativ und halbeinfach, denn die L(n) bilden eine Darstellung der Klassengruppe 
in i. Daher ist 2 die direkte Summe von Körpern $,, die teils mit X, teils mit X (ti) isomorph 
sind. Es sei 


(29) Lin) = ' L,(n) 


v1 


die Zerlegung in die direkten Summanden L,(n)e%,. Der Spiegelungsautomorphismus 
(30) L(n) — L(n) = L(n)- 

induziert in den £, teilweise Automorphismen, teils vertauscht er verschiedene &, paar- 

weise. Bei passender Numerierung gilt 


uhren, nen bel... sin ar=m). 


Wegen (29), (30) muß dann 


41) Ln)=L.,mM)"b=1,..,n), Zul) = Lrrsln)" (= 1,...,r) 
gelten. 

Für ein » bilden die Z,(n) eine reelle Darstellung 1. oder 2. Grades der Idealklassen- 
gruppe von i; eine Darstellung 2. Grades ist stets mit einer ebenen Drehungsgruppe 
äquivalent. Es gibt daher entweder in 2, oder wenigstens in 2,(i) eine Matrix A,(n), 
welche der Gleichung 

(32) A,(n)? - L,(n) 
genügt; und zwar ist die Adjunktion von i dann und nur dann erforderlich, wenn die 
Darstellung vom 1. Grade und Z,(n) = — 1 war. Wir dehnen im letzteren Falle die 
Definition des Spiegelungsautomorphismus auf £(i) durch die Festsetzung aus, daß 
i=i= —-isei. Geschieht das für alle v, so wird dadurch der Spiegelungsautomorphismus 
auch für &(i) erklärt, und zwar so, daß L — L Spiegelung und Übergang zum konjugiert 
Komplexen bedeutet. 
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Mit dieser Festsetzung gelten wegen (31), (32) die n ersten Gleichungen in 
(33) A,(n) = A,ln)"e=1,...,n), Anys(n) = Ansrır{n) (9 — 1, ..47); 


die r letzteren lassen sich dadurch sicherstellen, daß die noch unbestimmten Vorzeichen 
der A,(n) geeignet fixiert werden. Aus (32), (33) folgt nun 


(34) Aln)® = L(n), An) = Aln)-' für Aln) = 5 Aa). 


vol 
b) Im zweiten Schritt zeigen wir, daß die L(n) mit allen P(m) vertauschbar sind. 
Man nehme ein zu mq primes Primideal p aus der Klasse von n; dann gilt L(p) = L(n). 
Unter Benutzung von (20) bis (24) rechnet man nun 
P(mp) E= E L(mn)-! P(mp) = E L(m)-"L(n)-" P(m) P(p) 
= P(m) P(p) E= P(m) E L(n)""P(p) = E L(m)" P(m) L(n) P(p), 


also 


(35) UP(p) = (L(n)-! P(m) — P(m) L(n)-t) P(p) = 0. 
Ebenso folgt 
(86) (Lin)-2 Pim) — P(m) Lin)-®)P(p2) = (Lin) U + UL(n)-:) P(p2) = 0. 


Multipliziert man (35) rechts mit Pip), so entsteht wegen (25) 
(37) U(P(p) — N(p) Lp)) = 0. 


Nun war oben im Beweis von (25) festgestellt worden, daß P(p), P(p?) und L(n) = L(p) 


vertauschbar sind; P(p) und P(m) sind wegen (24) vertauschbar. Daher sind die Faktoren 
in (35) und mithin die in (37) vertauschbar, und hieraus folgt die Vertauschbarkeit von 


U und P(m). Das ergibt UL(p) = L(p)U oder 
(38) Lin) U — Ulm) =0. 
Setzt man in (36) P(p®) = P(p)® — N(p) L(p) ein, so folgt 
(Lin) U + UL(m)-) (Pip® — N(p) Lp)= 0. 
Wegen der Vertauschbarkeit von P(p) und ZL(n) und wegen (35) folgt daraus weiter 
L(n)"U+ ULn)" = 
und in Verbindung mit (38) 
(39) U= Lin)-! P(m) — P(m) L(n)- = L(n) P(m) — P(m) L(n) = 0. 
c) Man bilde die Diagonalmatrix W mit den Elementen | Ve, |. Für sie gilt 
(40) W: = E, WLn) = L(n) W; 


das Letztere ergibt sich im gleichen Zuge wie (21). Mit W und der Mairix (34) setze man 
für jedes n 

(41) R(n) = A(n) W-!"P(n)W. 
Dann folgt einerseits aus (22) und (34), andererseits aus den festgestellten Vertauschbar- 
keitsregeln und (40) 


(42) Rn) = Rn). 
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Ferner folgt aus (24) bis (26) unter den dort gemachten Voraussetzungen 


(43) R(m) R(n) = R(mn) für (m,n) =i 


b 
(44) R(p*) R(pP) = I N (py Rip") für a>b, 


v=(0 
(45) R(p*) R(p’) = R(p**?). 


Wegen (43) bis (45) erzeugen die R(n) mit (n, q,) = ii einen kommutativen Ring. 
R sei ein aus irgendwelchen AR(n) erzeugter kommutativer Ring. Die Erzeugenden von R 
sind wegen (42) symmetrische reelle bzw. hermitesche Matrizen. Sie lassen sich bekanntlich 
gleichzeitig durch eine reelle orthogonale bzw. unitäre Matrix auf Hauptachsen trans- 
formieren. Daher ist R halbeinfach. 

d) Der Ring M entstehe durch Komposition der Ringe R und %. Nach a) ist 2 
halbeinfach und nach b) mit R elementweise vertauschbar. Der Durchschnitt ”= Rn 
ist halbeinfach und die direkte Summe von Körpern N,. Die direkte Zerlegung R = ZN, 
induziert natürlich direkte Zerlegungen R = IR,, 2 = Z2,, und das Kompositum von 
R und 8 ist die direkte Summe der direkten Produkte R, x &, mit den R, als Grund- 
körpern. Das direkte Produkt halbeinfacher hyperkomplexer Systeme über einem Körper 
der Charakteristik 0 ist wieder halbeinfach. Daraus folgt die Halbeinfachheit von M. 

Die Summe der Koeffizienten von P(n) in der v-ten Zeile ist gleich der Anzahl der 
ganzen S,-Linksideale der Norm n, also von » unabhängig. 


Satz 9. Die Zeilensummen p(n) der Anzahlmatrizen P(n) sind für alle Zeilen gleich, 
und zwar gilt 
(46) p(m) p(n) = p(mn) für (m,n)=i, 
RUE N (p)e*! zn } u 
(48) p(p®) =1 für pl a, 


(49) Po) = 2 für pa. 


Für die letztere Anzahl vgl. (6). 


$ 6. Die Spur der Anzahlmatrizen. 


Zum Verständnis des Folgenden vergegenwärtige man sich die Bedeutung der 
Bezeichnungen in $ 4 sowie des Symbols (9). Mit o, bezeichnen wir wie in $ 1 die unend- 


lichen Primdivisoren. (5) sei das Artinsymbol ( *) für den durch Auflösung der qua- 


v v 


dratischen Gleichung 
e—s+tn=0 


über k entstehenden Körper; es möge die Werte 1 (Zerlegtheit), O0 (Verzweigtheit), — 1 
(Trägheit) annehmen 2), 

Auf Grund des Dirichletschen Einheitensatzes ($ 1) gibt es endlich viele Einheiten e, 
(o=1,..., R) von i derart, daß jede Einheit e in der Form e = e’?e, mit einer weiteren 
Einheit e’ und einem geeigneten o geschrieben werden kann. Ein solches minimales 
Vertretersystem ' „Quadratklassen‘ der Einheiten in i wird im folgenden festgehalten. 
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Satz 10. Die Spur der Anzahlmatrix Pin)Yist 0, wenn n kein Hauptideal ist. 
Es sei n = in,. Dann bilde man erstens alle Produkte n = nye, mit den soeben er- 
klärten Einheiten e,, zweitens alle sei derart, daß für alle unendlichen Primdivisoren o, die 


Artinsymbole (r) +1 und s® + 4n sind'®), drittens alle Ordnungen 


(50) D>illl, ?—s+tn=0. 


Bezeichnen nun h(D) und w(D) die Anzahl der Idealklassen von © und den Inder der 
Einheitengruppe von i in der von D, so ist die Spur 


(51) Sp(P(n)) = (M) +3 5/7 121) 


08,0 pa 
wo (M) gleich dem Maß (17) oder O ist, je nachdem ob n das Quadrat eines Hauptideals ist 
oder nicht. 


Beweis. Ist n kein Hauptideal, so gibt es auch kein Hauptideal $%,& der Norm n, 
also sind alle x,,(n) = 0, und die Spur ist 0. Von jetzt ab werde 


IT) 


via 


n=in 
vorausgesetzt. 

Es seien Z,,(A=1,...,7.,(n)) alle $,-Linkshauptideale der Norm n und e, 
(e=41,...,e,) ein Repräsentantensystem aller Nebengruppen von e in der Einheiten- 
gruppe €, von %,. Dann ist a9, = &,&, ein maximales System bzgl. e nicht assoziierter 
x€c$%, mit in(«) = n. Diese a, kann man noch jeweils mit einer Einheit ece so multi- 
plizieren, daß die Produkte &,, = ead, die Normen n(&) = nge, = n haben. Ist um- 
gekehrt n(&) = n = nye,, xE}},, so ist «= ea,, mit einem Indexpaar oA und einer 
Einheit ece. Normenbildung ergibt n,e, = e’nye,, und da die e, ein Repräsentanten- 
system der Quadratklassen in e bilden sollten, muß ®=1, also e= +1 sein. Es folgt 
. hieraus: Bezeichnet c,(n) die Anzahl der x€%, der Norm n, so gilt 


(52) Ay) = u c,(ngE,)- 


Die x€%, werden nun zuerst nach ihrer Norm, sodann nach ihrer Spur 

(53) n()=n=n&%, Ss(a)=s 
und endlich nach der Ordnung 

(54) Dd,= rn ke) 
angeordnet, welche in $, optimal eingebettet ist. Diese Ordnung ist also mit einer der 
Ordnungen (50) isomorph. 


Vorweg ist der Grenzfall «€ k zu studieren, der dann und nur dann auftreten kann, 
wenn n = ia? ist. Dann kommen + a und — ain der Anzahl c,(n,e,) vor, und der Beitrag 


der Ideale %,a zu (52) ist 2, zu der Spur wegen (17) also M, wie behauptet wurde. Von 


jetzt ab sei & nicht in ’k gelegen, also s? + An. 
Man bilde alle Ordnungen (50) und suche alle zu O isomorphen in %, optimal ein- 
gebetteten Ordnungen ©, auf. Ist g,(©) deren Anzahl, so gilt 


(55) (n) = 22 HD). 


18) Man könnte zeigen, daß es nur endlich viele solche s gibt. Aber auch ohne diesen Nachweis erkennt 
man die Summe (51) als endlich, denn Summenwert wie Summanden sind Anzahlen, d. h. natürliche Zahlen > 0. 
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Zu jedem &€$%, mit Spur und Norm (53) gehört nämlich genau eine Ordnung (54), um- 
gekehrt wird «x durch Spur und Norm in einer Ordnung DO, zweideutig (d.h. bis auf 
Konjugiertenbildung eindeutig) festgelegt. 

Aus (52), (55) und (16) folgt nun 


7 H,g,(8) 
(66) SP(Pm))=(M+ I NZZ (M HM S 
. 5) 


„»=1 D 


T 
«8(D) 
PB 5 % 8 


v-1 


wobei die Summation über den Index o, sowie s in der über O enthalten sein soll. Die 


Beschränkung auf solche s, für die (=) + 1 für alle o, ist, braucht hier nicht besonders 


v 
erwähnt zu werden, da für die übrigen s von selbst g,(Ö) = 0 wäre. Der Beweis besteht 


nun in der Ausführung der Summe über », wobei O jeweils festgehalten wird!®). Der 
Kürze halber schreiben wir im folgenden g, statt g,(Ö). 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf g, + 0 vorausgesetzt werden. Die 
sämtlichen in den %, optimal eingebetteten und zu © isomorphen Ordnungen seien 
D, = Din 4 Div Da: - P=l.., T;u=1,...,g,). Es gibt dann Elemente 
Yıu€<Q so, daß 

(57) D,= Yrudı Yon 


gilt; diese y,, sind bis auf einen rechtsseitigen Faktor ® oder {w mit einem willkürlichen 
wek(D,) und einem £, welches vermöge £-'k(D8,)& = k(8,) in k(D,) den nicht iden- 
tischen Automorphismus induziert, durch die Q,, festgelegt. Da die O,, in %, optimal 
eingebettet sind, ist jetzt ©, in y,,'3,y,, = 9,, optimal eingebettet. Nach Satz 7 gibt es 
dann ein O,-Ideal W,, derart, daß 3,4, = W,,$„ ist. Ein Ideal mit denselben Links- 
und Rechtsordnungen ist aber M,y,„. Folglich ist 


(58) Iı A,, Be M,D, You 


mit einem ambigen $%,-Ideal ®,. Dieses schreiben wir in der Form ®, = T,ö, wo T,, 
(A=1,...,H,) ein Repräsentantensystem der Klassen ambiger %,-Ideale ist. Jetzt 
schreibt sich (58) so: 

(59) Yı,, Ban M,T,,69,.- 
Das Ideal ,, ist seiner Definition (durch Satz 7) gemäß durch die beiden Ordnungen 
Yı, 3, bis auf einen Faktor ® festgelegt, für den %,8 ambig ist. B wiederum läßt sich 
mit einem b in k in der Form 8 = 3,b schreiben, wobei %, 8, ein ganzes ambiges %,-Ideal 
ist, dessen Norm q teilt. Die Anzahl solcher 8, ist eine Potenz von 2, die wir am Schluß 
ermitteln werden; wir bezeichnen sie mit 2“. Mit einem Repräsentantensystem a, 
(y=1,...%) der i-Idealklassen kann man endlich B—= B,a,b,bek, schreiben. 
Sind f unter diesen Idealen ®,a, Hauptideale, so verteilen sicl: die ® auf Auf "'2” Klassen. 

Wäre nun y,, durch O,, nur bis auf einen willkürlichen Faktor &e k(D,) festgelegt, 
so würden hiernach zu einem Q,, genau h,f"'2* O,-Idealklassen gehören. Weil aber y,, 
auch durch y,,lw ersetzt werden kann, so multipliziert sich diese Anzahl noch mit 2, es 
sei denn, daß zu y,, und y,,Cw äquivalente O,-Ideale W,, gehören. Das ist dann und dann 
der Fall, wenn %,,{w für ein geeignetes ® ein ambiges Ideal ist; gilt nämlich (58) und die 
entsprechende Gleichung 3, 4,, = M,D,y,, Lo’, so folgt aus W,, = U,,o": 


ia» w' 
vnD, ID, You ver St ar “ 


Das ist ein ambiges Ideal; entsprechend ergibt sich die Umkehrung. 


20) Die Grundzüge der nachstehenden Überlegung, natürlich ohne Bezugnahme auf die Spur von P(n), 
finden sich bereits bei V. Korinek, Kvadratickä tölesa v kvaternionovych okruzich, Vöst. Kräl. Ceske Spol. Nauk, 
Tr. II, 1930, S. 1-46. 





Eichler, Zur Zahlentheorie der Quaiernionen- Algebren. 145 


Mithin bleibt zu merken: Zu einem O,, gehören (2)h,f-!2“ ©,-Idealklassen. Hier 
ist (2) = 1 oder 2, je nachdem es ein we k(D,) so gibt, daß %,,£® ambig ist oder nicht. 
Ferner ist 2” die Anzahl der ganzen O,-Ideale ®, der Art, daß %,8, ambig und n(8;) 
ein Teiler von q ist. Endlich bezeichnet f die Anzahl der Hauptideale der Form B,a,, 
wenn a, ein Repräsentantensystem der i-Idealklassen ist. 

Wir gehen jetzt umgekehrt von einen: O,-Ideal X aus und suchen der Klasse von A 
eine mit O, isomorphe Ordnung D’ zuzuordnen. Das Ideal %,4 ist mit einem der M,T,, 
linksäquivalent, also 


(60) Zı => MT, Bee M,T, öy = M,Dd,y: 


Den Faktor y, auf der rechten Seite zerlegen wir auf alle möglichen Weisen in Produkte 
öy, wobei %,6 ambig ist. ©, ist in der Rechtsordnung dieses Ideals optimal eingebettet 
und folglich 

D' = yDıy”! 
in der Rechtsordnung von M,®,, d.h. in %,. Hiermit sind die Gleichungen (57) bis (59) 
hergestellt. 

Die so dem Ideal X zugeordnete Ordnung ©’ hängt ersichtlich nur von der Klasse 
von X ab. Die Anzahl der verschiedenen ©’, die man so erhält, ist gleich der Anzahl der 
verschiedenen ö in (60) — wobei man jedoch ö und ö’ als identisch aufzufassen hat —, 
für die d6-19,6 = 6’-19, 6’ ist. Die ö mit 6-19,56 = D, sind teils die Elemente we k(D,), 
teils die {w, wo £ die oben erklärte Bedeutung hat. Die ö, für die %,ö ambig ist, bilden 
eine Gruppe A,, und die Anzahl der einem y zugeordneten 9’ ist 3[A,: A, n k(D,)] oder 
[4,: A, k(8,)], je nachdem ob es ein ambiges Ideal Low für die Rechtsordnung % 
von $, 4 gibt oder nicht. Die ö erzeugen innere Automorphismen von $%,; die Anzahl aller 
inneren Automorphismen von %, wurde mit g, bezeichnet. Der Index [A,: 4, r k(9,)] 
ist gleich g,, dividiert durch das Produkt der Anzahl f’ der O,-Hauptideale O,», für die 
% ® ambig ist, mit dem Index w(O) der Einheitengruppe von iin der von ©. Die Anzahl f’ 
stimmt aber mit der bereits oben eingeführten Zahl f überein. Mithin ist 


[4,:4,nk(D8)]= fw(9) ’ 
2): 


und zu einer Klasse gehören genau - (ON Ordnungen ©’ in den Ordnungen %,; das 


Symbol (2) hat die oben erklärte Bedeutung. 

Vergleich der Zuordnungen X «— DO in beiden Richtungen zeigt nun den folgenden 
Sachverhalt: Die Klassenzahl hA(D) zerfällt in Summanden A,, welche den Ordnungen 
Jr, zugeordnet sind und bis auf gewisse Faktoren mit den g, übereinstimmen. 
Genauer 


wrz (2) % , _ 79,102” 


Setzt man das Ergebnis in (56) ein, so erhält man 


Sp(P(n)) = (M) +3 Nr“ De 
>) 


d.h. die Behauptung des Satzes 10 bis auf die Bestimmung des Faktors 2*"* unter dem 
Summenzeichen. 
Es werde vorausgesetzt, daß für alle unendlichen Primstellen o die Artinsymbole 


(*) +14 sind. Der 2*”*“ entsprechende Faktor in (51) ist nach Satz 7 dann und nur 


Journal für Mathematik. Bd. 195. Heft 3/4. 19 
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dann + 0, wenn es ein % der Stufe qin @, d.h. ein $%, gibt, in dem eine mit O isomorphe 
Ordnung optimal eingebettet ist, und zwar ist dieser Faktor gleich 2*"*", wo x die Anzahl 
der Primfaktoren von q und x’ die Anzahl derjenigen p |q ist, für die el =( ist. 


Es ist zum Beweis von Satz 10 also x’ = x’ zu zeigen. Dieses läuft aber auf die folgende 
Feststellung hinaus: 
Dann und nur dann gibt es ein ganzes O,-Ideal ®, der Norm p, für das %, ®, ambig 


ist, wenn (>) = (0 ist (p = Primideal). Die Bedingung (m: = (0) besagt erstens: 


k,(0,) ist eine Erweiterung 2. Grades von k,, in welcher p erzweigt ist, und zweitens: 
OD], ist deren Hauptordnung. 


PB, sei ein ganzes O-Ideal der Norm p, und %, ®, sei ambig. Da es nur ein einziges 
ganzes ambiges %,-Ideal der Norm p gibt, stimmt %,Pı mit dem konjugierten Ideal 
überein und folglich auch ®,. Aus dem Grunde ist p in k(O©,) verzweigt, und der Führer 
von D,, ist i,, was zu beweisen war. 


Umgekehrt werde (me) = () vorausgesetzt. Dann gibt es ein O,-Ideal ®, der Norm p, 


und dieses stimmt mit dem konjugierten Ideal ®, überein. Für p | 9, ist 3, die einzige 
maximale Ordnung von Q,, und %,,%ı das einzige ambige Ideal der Norm p. Dann ist 
auch %, ®, ambig. Im Falle p | q, nehme man f},, in der Gestalt (2) an und O,, = i,[®] mit 


ee 
(pe d)’ 
wobei man ®,, = O,,@ voraussetzen darf. Dann ist ad — pbce = ad = () mod p. Wegen 


BP = Pı st sw) — wo =w=( mod p, also a+d= 0 mod p. Daraus folgt 
a=d =(0 mod p, und nun ergibt sich aus Satz 5, daß %,®, ambig ist. 
Satz 11. Die Anzahl der Linksidealklassen für eine Ordnung der Stufe q ist 
H= Sp(Pi)), 
und die Anzahl der Typen 
& Sp(P(t)) 
= 27 rer) - Re 
° ta 

wo » die Anzahl der Primteiler von q ist. 


Beweis. Die erste Behauptung ist selbstverständlich. Zum Beweis der zweiten gehe 
man von 


T 
(61) Sp(P(t))= S' H,au(t) 


v1 


aus. Die Anzahl der ganzen ambigen $,-Ideale, deren Normen in q aufgeben, ist 2°; die 
Anzahl der Hauptideale unter ihnen ist zZ) = 2”. Daher ist H, = 2*"*. Die Sum- 


mation von (61) über alle t ergibt daher die Typenanzabl, multipliziert mit 2*. 


8 7. Zusammenfassung der Ergebnisse und Folgerungen. 


In diesem Paragraphen werden die einschränkenden Voraussetzungen gemacht, daß 
k der rationale Zahlkörper und i die Ordnung der im gewöhnlichen Sinne ganzen rationalen 
Zahlen sei. 
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a) Zusammenstellung der Ergebnisse. 


Die Diskriminante (der maximalen Ordnungen) der Quaternionen-Algebra Q@ ist g;, 
wobei g, das Produkt einer ungeraden Anzahl von verschiedenen Primfaktoren ist. Wir 
betrachten hier i. a. nichtmaximale Ordnungen der Diskriminante gig}, wobei wir die 
„Stufe“ g = 9,9, als quadratfrei voraussetzen. Das Maß ist nach (18) 


(6% M= 45 HW—UN@+D. 


la 277 


Es sei — d = 1 oder = 0) mod 4 eine negative ganze Zahl; sie tritt als Diskriminante 


der Ordnung O = [4° 2. Ze | bzw. [1,/—d] aus einem imaginär-quadratischen 


Zahlkörper oder auch als Diskriminante einer ganzzahligen definiten binären quadratischen 
Form auf. Mit k(— d) und w(—.d) werden die Idealklassenanzahl und die halbe Anzahl 
der Einheiten von Ö bezeichnet. Es ist also i. a. w(— d) = 1, bis auf die Fälle w(— 3) = 3, 
w(— 4) = 2. Zugleich ist Ah(— d) auch die Anzahl der Klassen primitiver definiter binärer 


quadratischer Formen der Diskriminante — d. Endlich sei 
4), falls -% nicht 
pP pP = 1 oder 0 mod 4 ist. 


1 ‚falls -—- 
p 


Mit diesen Zeichenerklärungen schreibt sich die Spurformel (51) so: 
(63) Sp(P(n))= 








u! vl rl 


$®— An s—ın s®—4n an 
za 
f 


"| 
(—2|YnI<s<2|Yn|; f>0; Zr = 1 oder = 0) mod 4). 


) 0 fürn m? 


Die Klassenanzahl ist nach Satz 11: 


oral )ae)+ta-G9) 2) 


aa) 


rlaı Dlas 


Die Anzahl der Typen wollen wir nur im Falle g= p = Primzahl angeben, um das 
Ergebnis mit einem früheren Resultat vergleichen zu können ®): 


T = 4($(h—4p) + M—p))+H), h—p)=0, falls p = 1 mod 4. 


b) Folgerungen. 
Irgendein kommutativer aus gewissen Anzahlmatrizen P(n) erzeugter Ring M 
werde zugrunde gelegt; ein solcher ist z. B. der durch alle P(n) mit (n, q,) = 1 erzeugte 


20) M. Deuring, Die Anzahl der Typen von Maximalordnungen in einer Quaternionenalgebra von primer 
Grundzahl, Nachr. Ges. Wiss. Göttingen, Math.-Phys. Kl. 1945, S.88—85. Dasselbe, J.-ber. Deutsche Math.- 
Vereing. &4 (1945), S.24—41 (Druckfehler]). 

19* 
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(Satz 8). Nach Satz 8 ist M halbeinfach. P(n,) mit y=1,...,g sei eine Basis von M. 
Dann ist die Determinante | Sp(P(n,) P(n,))| + 0. Es gibt daher g Matrizen P, für die 


1fürua=», 
0 füru#+»v 


(65) Sp(P,P(n,)) = | 


gilt. Die PB, sind Linearkombinationen 
(66) Pu = ZrmPin). 

Jede zu M gehörige Anzahlmatrix P(n) erlaubt folgende Darstellung durch die Basis: 
(67) Pin) = Z7,(n) Pin), 

wobei die Koordinaten wegen (65) und (66) 
(68) n,(n) = Sp(Pin) B,) = ZruSp(P(n) Pin) 


sınd. Mittels der Multiplikationsregeln (24) bis (26) kann man die Produkte P(n) P(n,) 
auf Summen über Anzahlmatrizen P(m) zurückführen und die Koordinaten (68) durch 
Benutzung von (63) berechnen. 

Die Zeilensummen p(n) der Matrizen P(n) sind hiernach ebenfalls durch Klassen- 
zahlsummen ausdrückbar, sobald man die Basis P(n,) kennt. Nach Satz 9 lassen sich die 
p(n) andererseits elementar berechnen. Der Vergleich beider Ausdrücke liefert dann 
Relationen für die Idealklassenanzahlen verschiedener imaginär-quadratischer Zahl- 
körper. Wir werden diese an Hand von einigen Beispielen erläutern. 

Es seien p,, Ps zwei verschiedene Primzahlen. Wir woilen die Anzahlmatrizen für 
4 verschiedene Stufen q = 9,9, aufstellen und vergleichen; sie erzeugen also 4 Ringe M,, 
und zwar liege das folgende Schema vor: 


Im m. m m 
9ı | Pı Ps Pa Pı 
a a Te Be 





Mit den zugehörigen Anzahlmatrizen bilden wir weiter 


P,(n) P;(n) 
S,(n) = | P,(n) ) S,(n) = | P;(n) ) . 
P;(n) Pı(n) 


Die 5,(n), S,(n) erzeugen je einen kommutativen halbeinfachen Ring ©,, ©,, wenn alle 
P;(n) es tun. Man entnimmt nun der Spurformel (63), daß 


Sp (S,(n)) = 25p (P,(n)) + Sp (P;(n)) = 25p (P;(n)) + Sp (Pı(n)) = Sp (S,(n)) 


gilt für alle n. Aus der Halbeinfachheit der Ringe ©,, ©, folgt dann, daß die S, (n) simultan 
in die S,(n) transformierbar sind. In diesem Umstand sind noch unbekannte Eigenschaften 
der Anzahlmatrizen P(n) verborgen. Vielleicht sind diese von der Art, daß man mittels 
ihrer die „Struktur‘‘ der Idealklassen der nicht maximalen Ordnungen von der Struktur 
der maximalen her übersehen kann ? 
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c) Beispiele. 
Sind g,, 9, dem nachstehenden Schema entnommen: 


IEEIKTESHE 
en Fit 1 I 


so ist die Idealklassenzahl 7 = 1 nach (64). Die Spurformel (63) einerseits und der Satz 9 
andererseits ergeben jetzt die Klassenzahlrelationen 


®—ın erh, 1) NEON 2 
islı- : )-| 5 rat gt ee 











Pr 


ii u Ruh 
(-21VYn|<s<2|Yn|, f>9, Gern oder =0 mod 4, n = di: II p?” + m?). 
Dr 


Im Falle g, = 11, 9 = 1 hat man 2 Klassen und 2 Typen von Ordnungen. Wegen 


A) = 4) — —1 gibt es in Q Einheiten der Ordnungen 4 und 6. Treten beide 
in einer Ordnung auf, so sind die Einheitenindizes ($4) e, =0 mod 12, , = 1; treten 
sie aber in nicht isomorphen Ordnungen auf, so ist 5, =2, =3. Die Anzahl- 
matrizen P(n) genügen der Symmetriebedingung (22), welche sich jetzt so schreiben läßt: 
Aıs(N) eg = N, (n) e,. Die Zeilensummen von P(2) sind p(2) = 3 nach Satz 9. Wäre nun 
e =0 mod 12, e, = 1, so könnte nur P(2) = & 3) sein. Dann enthielte die Ordnung $%,, 
welche keine Einheiten + + 1 besitzt, mindestens ein Element & der Norm 2. Dieses ist 
eine algebraisch ganze imaginär-quadratische Irrationalität, und daher entweder 
a=+1+Pß, = —A, oder «@& = —2. Das Erstere ist ausgeschlossen, da %, keine 
Einheiten + + 1 enthält, das zweite ebenso, da (37) = 4 und daher k(Y— 2) nicht 
Zerfällungskörper von Q ist. Folglich sind die Einheitenindizes e, = 2, e&, = 3, und aus 
der Symmetriebedingung sowie den Zeilensummen entnimmt man ?) 


P(2) = (3 )- 


P(1), P(2) ist eine Basis des Ringes M aller Anzahlmatrizen. Die komplementäre 
Basis ist 
13 1 - 1 2 
=. Pl) Pß), PR=— 5 PM+ 55 PA). 
(67), (68) schreiben sich jetzt so: 
P(n) = n,(n) P(1) + aı(n) P(2), 


z,(n) = Sp (P(n)) — Sp(P(n) P(2)), 


B 


au(n) = 551 Sp(Pin)) + 4 Sp(P(n) P@)), 
und das Produkt P(n) P(2) ist nach (25): 


P(n) P(2) — P(2n) + 2r(}) r(3) - O für & #0 mod 1. 


21) Diskussionen ähnlicher Art erlauben oftmals die Berechnung der P(n) für kleine » und kleine Stufen g, 
ohne daß man die Ordnungen und Ideale selber aufstellen muß. 
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Die Zeilensummen sind nun 
u 1 n\\_ pet —1 vl i 
Pin) = + Sp(Pin)) + + Sp( Plan) £ 2(5)) a. OR. 
Setzt man für die Spuren die Werte nach (63) ein, so erhält man Klassenzahlrelationen 


der 11. Stufe. 


Die Einzelausführung der Spurformel und der auf sie aufbauenden Klassenzahl- 
relationen unter der Voraussetzung, daß i eine echte Erweiterung der Ordnung aller 
ganzen rationalen Zahlen ist (s. $ 1), liefert keine neuen Ergebnisse, wie übrigens auch 
erwartet werden muß. 


$ 8. Quaternionen-Algebren über Funktionenkörpern. 


Es sei k, ein endlicher Körper von q Elementen, die Charakteristik sei p >2. 
Im folgenden betrachten wir den rationalen Funktionenkörper k = k,(£) einer Un- 


bestimmten £. Die Primdivisorzerlegung von £ ist ‚ und o soll der einzige unendliche 


Primdivisor sein. Dann ist i die Ordnung aller Polynome in £. Die Einheiten von i sind 
die Konstanten. 

Q sei die an den Stellen p, o verzweigte Quaternionen-Algebra über %k; sie ist also 
arithmetisch definit. Wir betrachten die Ordnungen der Stufe q=p, d.h. also die 
maximalen Ordnungen von Q. Eine von ihnen ist 


y= 1,4, 7 ta], h=nbı =, g=ache, 3=8; 


pabei sei & nicht ein Quadrat in k,. Man zeigt nun mittels elementarer Schlüsse nach 
Art der Reduktionstheorie: Eine quaternäre quadratische Form mit Koeffizienten 
in i, deren Diskriminante £&? ist, stellt entweder die 0 eigentlich dar oder ist mit 
x — ar — £a} + a&zı äquivalent. Daraus folgt H =1. 


Das aus dem quadratischen Restsymbol abgeleitete Symbol 141 hat folgende 
Bedeutung: Es sei 
—d= +++ 0,6% (nicht gleichzeitig ö,,_, = d., = 0) 


ein Element in i. Es ist . = 1, falls entweder ö, ein von 0 verschiedenes Quadrat 


in k, oder ö, = 6, = (ist; 12 = — 1, falls ö, ein Nicht-Quadrat in k, ist; 17° == (0), 


falls Ö, = 0, 6, nn 0 ist. 
Man denke sich — d formal als ein Polynom geraden Grades geschrieben, wie oben. 


Dann ist (=) = (0), wenn 6,, =0, ö,,_ı # 0 ist, und (5) = +1, je nachdem Ö,, 
ein Quadrat oder ein Nicht-Quadrat in %k, ist. Bezeichnet n ein Polynom ungeraden Grades 


in i, so ist also ar + 1 dann und nur dann, wenn der Grad von s höchstens gleich 


dem halben Grad von n ist. 


Aus Satz 9 und der Spurformel (51) folgt nun für ein Polynom n = n(£) mit der 
Primpolynomzerlegung 


n(£) . II p,(&)*, = Grad (p,(E)), & 8,0, = 41 mod 2, 
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die Relation 


| s— ın 
1 f ®—4ın\ _ „ft —1, 
die Summe ist zu erstrecken über alle Polynome s = s(£), f = f(£) mit 


Grad (s(£)) < = Grad (n(£)), s na = () mod i. 


a ıys_ 
Dabei bedeutet (= ) die Idealklassenanzahl der Ordnung O = 1 n . Der 


Einheitenindex w(O), der in (51) auftritt, ist in diesem Falle durchweg 1. 


Da n(£) ungeraden Grad haben sollte und in der Relation oben nur Terme mit 
Ke=® y 


- +1 auftreten, darf man hier stets ® — An von ungeradem Grad vor- 


p 


aussetzen. Dann ist o in k(Vs® — 4n) verzweigt. Daraus folgt: Ist O die maximale 


BR: 2 
von i ganz abhängige Ordnung in k(Ys®— An), d.h. ist En RE 


(= ni er gleich der Anzahl der Divisorenklassen 0. Grades von k(Ys® — An). Es treten 


mithin in diesen Klassenzahlrelationen u. a. auch Anzahlen von Divisorenklassen 
0. Grades auf. 


5 quadratfrei, so ist 





Eingegangen 2. Juli 1964. 





Ein Satz über die Menge der vollkommenen Zahlen. 
Von Bodo Volkmann in Mainz. 


1. Wird für jede natürliche Zahl n mit o(n) die Summe ihrer positiven Teiler be- 
zeichnet, so heißt n bekanntlich vollkommen, falls o(n) = 2n ist. Die Menge aller voll- 
kommenen Zahlen sei ®, und ihre Anzahlfunktion, d.h. die Anzahl der Elemente ve ® 
mit v <z, werde in der üblichen Weise!) mit V (x) bezeichnet. Dann besagt ein kürzlich 
von Herrn H.-J. Kanold ?) bewiesener Satz, daß V (x) = o(z) ist. Hauptziel der vorliegen- 
den Arbeit ist es, diese Aussage zu 


(1) Ve) = ol) 


zu verschärfen. Die dazu erforderlichen Hilfssätze 1 und 2, von denen der erste eine Ver- 
allgemeinerung eines Satzes von Herrn Kanold®) darstellt, werden, da sie auch unab- 
hängig von der gemachten Anwendung von Interesse sein dürften, gleich in größerer 
Allgemeinheit bewiesen, als es für den Zweck dieser Arbeit erforderlich wäre. Sie gestatten 
insbesondere beim Beweis von (1), diese Aussage zugleich auf eine gewisse Menge von 
mehrfach vollkommenen Zahlen, wie sie Herr Kanold‘*) betrachtet hat, auszudehnen 
(Satz 1). 


2. Für jede natürliche Zahl n und für jedes natürliche k > 2 sei die Faktorzerlegung 
n=t,(n) P,(n) 
so definiert, daß t,(n) durch keine k-te Potenz teilbar ist. Dann gilt der 


Hilfssatz 1. Sei X eine unendliche Menge von natürlichen Zahlen und g(zx) eine für 
hinreichend große x erklärte, monoton wachsende Funktion, die mit x gegen oo strebt derart, 
daß für jedes ae A die Beziehung 


cP,(a)' > g(a) (e >0, reell) 
güt. Dann ist A(z) = o(2). 


Beweis. Für a < erhält man stets 


(2) tı(a) g(a) S ct,(a) Pı(a’ = ca Sr. 


Ist y(z) eine beliebige monoton wachsende Funktion, die mit z gegen oo strebt, so gilt 
offenbar für hinreichend großes z 


ı) Man nennt die Anzahlfunktionen der Mengen WU, ®,€,... respektive A(z), B(z), C(z) usw. 

») H.-J. Kanold, Über die Dichten der Mengen der vollkommenen und der befreundeten Zahlen. Math. 2. 61, 
180—185, 1954, Satz 4. 

®) A.a.0.®), Satz1. 

*) H.-J. Kanold, Über mehrfach vollkommene Zahlen. Journ. reine angew. Math. 194, 218—220, 1955. 
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BR 
cy(z) 
1+(a) | 2 DB f 


el) 
z 


letzteres wegen t,(a) e( - 5) St,(a)g(a) Sca<r. Somit ist für hinreichend großes x 


für 6 S —— 





und positives a s- 





x x 
(3) t,(a) S max (* @' m ) 
ey(2) 
Bezeichnet man die rechte Seite von (3) mit Ä(z), so wird, da es bei festem t höchstens 
1 


k 
12) Zahlen a mit a S r und t,(a) = t gibt, 


i [K(z)] x k 
W Adsc+z (2) in 


k-ı 
und folglich .m_ o|(&t) ; ) also A(z) = o(z). 
Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 1 gilt der 
Hilfssatz 2. a) /st g()= = (0 <a <A), so wird 


._,s-1 
Al) = ol2"i% . ). 
b) Ist g(z) = log" log" - --log'z (7,..,7,>0,921), so ist 
1-—k 
A(z) = olzuog": log" - - - log" er 


Beweis. a) Setzt man y(z) = z'+®, so werden beide bei der Definition (3) von 
K(z) auftretenden Ausdrücke einander asymptotisch proportional, nämlich — von 
1 


konstanten Faktoren abgesehen — gleich z'*= und daher erreicht das Maximum K(z) 
in diesem Falle seine kleinstmögliche Größenordnung. Man erhält somit nach (4), wie 
behauptet, 


ı B-1 ı, 1 ‚b-1 u, Be 
Alz) = ol Ka) )= ola*i*s >) _ olz' er), 
b) Setzt man y(z) = g(z), so erhält man wie bei a) asymptotische Proportionalität 


vo ‘, denn es besteht die asymptotische Gleichung 


ur x 
n — — mit ——— 
cy(z) ( z ) 
cy(z) 
8 !imos tlädın nam baw ‚nal 
( 2 \ logrılog'e - - - log's(z — ce logrı - + - log"« 2) 
. zu) 





z z 
= ei = —.. 
logrı ---log« 2 y(z) 
Journal für Mathematik. Bd. 196. Heft 3/4. 
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Damit wird nach (4) 


ı-1 
A(2) = olzuog" ..+Jog" z) ® ). 


3. Eine Zahl n heißt mehrfach vollkommen, wenn rn |o(n) und u >2 ist. Wir 


betrachten für jede natürliche Zahl i speziell die Menge U, der ungeraden Zahlen n mit 
(5) o(n) = 2'n, 


die somit im Falle i > 1 mehrfach vollkommen sind und im Falle i = 1 die ungeraden 
vollkommenen Zahlen darstellen. Dann gilt der 
1 


Satz 1. Für die Menge U, ist U,(2) = o(2' =») (i=1,2,...). 
Zum Beweis benötigen wir den von Herrn Kanold°) bewiesenen 


Hilfssatz 3. Sei n > 6 vollkommen oder mehrfach vollkommen und p der größte Prim- 
teiler von n. Dann ist 


Ppaptt. 
Beweis von Satz 1. Nach (5) ist für jedes ne U,, wenn die Primfaktorzerlegung 
ı 
in der Form n= II p}* geschrieben wird, 


i_1 
3 B; i Bı 

o(n) = mu +Ppı+'''+m)= ZI Pı . 
Da die Primzahl 2 in der linken Seite genau in der i-ten Potenz aufgeht, jedoch alle pı 
ungerade sind, muß für eine gewisse Anzahl j (mit 1 < j < i) von Indizes 

(6) 2 +m++p), 

also , ungerade sein, und für alle übrigen A ist dann f, gerade. Wir erreichen durch 
geeignete Numerierung, daß (6) für A=1,...,j gilt. Dann ist, wenn H Pı = f gesetzt 
wird, n von der Form rn = fm? mit natürlichem m. Somit wird m? = Pan), und nach 
Hilfssatz 3 ist folglich, falls n > 6 ist,m® > P+!, also 


n 2n 2fm®: _2fm? 


MR 
-2/ m, 


j= 





ı \ al RM 
d.h. f? s 2m®, damit Fa < 2/m® = 2n und schließlich f S (2n)’*! < (2n)'*', woraus 
i 1 i 


m: -7 >2 zT folgt. 


Daher werden die Hilfssätze 1 und 2a) mit k=2, P,(n)’ = m:, c= **' und 
auf die Menge U, anwendbar, und man erhält somit 


a= 


i+1 


U,(e) = o(2" 5) 


®) A.a.0.*), Satz1. Wir beschränken uns hier auf einen Teil der dortigen Aussage. 
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Satz 2. Für die Menge ® der vollkommenen Zahlen gilt 


; 5 
Vz) = o(#). 
Beweis. a) Für die Menge U, der ungeraden vollkommenen Zahlen gilt nach Satz 1 


6 
(7) U,(2) = olz) . 
b) Da jede gerade vollkommene Zahl nach Euler®) von der Form 
g = 2 (2°*' —1) (qg + 1 = Primzahl) 


ist, gilt für die Menge © = {g,, g., - . .} aller geraden vollkommenen Zahlen, wenn die 
g: der Größe narh geordnet sind, sicher 


also 


Aus (7) und (8) folgt die Behauptung wegen B= U, v®. 


®) Siehe z. B. E. Trost, Primzahlen, Verlag Birkhäuser, Basel 1953, Seite 85. 





Eingegangen 12. Juli 1954. 


Druckfehlerberichtigung zu 
Rohrbach und Volkmann, Verallgemeinerte asymptotische Dichten 
(dieses Journal 194, 195—209, 1955). 


Die Zeile vor Hilfssatz 13 (Seite 205, Zeile 4 v. u.) ist dort zu streichen und auf 
Seite 208 zwischen Zeile 14 und Zeile 15 einzufügen. 





Über die Darstellbarkeit von Modulformen 
durch Thetareihen. 


Von Martin Eichler in Münster. 


Einleitung. 

Die von Hecke in die Theorie der Modulformen eingeführten Operatoren 7, ge- 
statten bekanntlich Anwendungen auf die Frage nach der Darstellung von Zahlen durch 
definite quadratische Formen gerader Variablenzahl. Hierbei steht allerdings der Umstand 
hindernd im Wege, daß man i.a. nicht weiß, welche Modulformen eines vorgelegten 
Typus durch Thetareihen zu quadratischen Formen darstellbar sind. Infolgedessen bedarf 
die Heckesche Theorie in diesem Zusammenhang der Ergänzung durch rein zahlen- 
theoretische Methoden aus der Theorie der quadratischen Formen. 


Wie ich kürzlich hervorhob!), sind die 7'„ im Bereich der Spitzenformen (— 2)-ten 
Grades Darstellungen von Multiplikatoren des Körpers der Modulfunktionen in sich. 
Damit entsteht die Aufgabe, sie auch vom Standpunkt der algebraischen Funktionen her 
zu beleuchten. Diese Aufgabe ist allein schon deshalb wichtig, weil marı außer den Körpern 
der Modulfunktionen bisher erst wenige Beispiele von Funktionenkörpern besitzt, welche 
nichttriviale Multiplikatoren zulassen. 


In dieser Arbeit werde ich nun, in Umkehrung der Blickrichtung Heckes, Ergebnisse 
der Arithmetik der quadratischen Formen (bzw. der ihnen zugrunde liegenden Quaterni- 
onen-Algebren) heranziehen, um Eigenschaften der 7, herzuleiten. Das Hauptresultat, 
Satz 1 in $ 4, bestätigt eine Vermutung Heckes aus dem Jahre 1936 über die Darstellbar- 
keit aller ganzen Modulformen (— 2)-ten Grades von Primzahlstufe und Haupttypus 
. durch Thetareihen?). Satz 2 enthält eine Verallgemeinerung, stellt aber gleichzeitig fest, 
daß es bzi zusammengesetzter Stufe Modulformen gibt, welche durch Thetareihen nicht 
dargestellt werden können, was meines Wissens bisher nur vermutet wurde. 


Die Methode besteht in dem Vergleich der Darstellungen der 7‘, einerseits im Raume 
aller Spitzenformen und andererseits in dem Teilraume, dessen Elemente durch Differenzen 
von Thetareihen darstellbar sind. Von beiden Darstellungen wird die Spur ermittelt. Die 
Berechnung der letzteren Spur ist im Prinzip in einer früheren Arbeit enthalten °), die 
Berechnung der ersteren erfolgt hier durch Heranziehung von Sätzen über die Korre- 
spondenzen algebraischer Funktionenkörper. 


1) M. Eichler, Quaternäre quadratische Formen und die Riemannsche Vermutung für die Kongruenz- 
zetafunktion, Arch. d. Math. 5 (1954), S. 355—366. 

») E. Hecke, Analytische Arithmetik der positiven quadratischen Formen, Kgl. Danske Videnskabernes 
Selskab, Math.-fys. Medd. XVII, 12 (1940), S. 100. 

®) M. Eichler, Zur Zahlentheorie der Quaternionen, dies Journ. 195 (1955), 127—151. 
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Im einzelnen ist über den Inhalt noch folgendes zu sagen. Betrachtet werden aus- 
schließlich Modulfunktionen „(r), welche bei der Gruppe 


ar+b ‚ab 


T,(q): err+rd' |ge at a,b,c,d = (0 mod i 


invariant bleiben, sowie entsprechende Modulformen. Über die Stufe q wird vorausgesetzt, 
daß sie quadratfrei sei. Die bei I'‘,(g) invarianten Funktionen bilden einen algebraischen 
Funktionenkörper X über dem Körper k aller komplexen Zahlen. $ 1 bringt Grund- 
begriffe und Bezeichnungen. In $ 2 und 3 wird die Spur der 7, im Raume der Spitzen- 
formen (— 2)-ten Grades ermittelt. In $ 4 erfolgt der Vergleich der beiden oben genannten 
Spuren, die in der Hauptsache Klassenzahlsummen von der Art sind, wie sie in den 
bekannten Relationen zwischen den Klassenzahlen definiter binärer quadratischer Formen 
auftreten. Die naheliegende Frage, in welchem Verhältnis die vorliegende Arbeit mit den 
älteren Arbeiten über Klassenzahlrelationen und Modularkorrespondenzen, insbesondere 
von Hurwitz, steht, wird in $5 beantwortet. Schließlich wird in $ 6 gezeigt, daß auch 
i.a. alle ganzen Modulformen (— 2k)-ten Grades (k = 2,3,...) von Primzahlstufe und 
Haupttypus durch Thetareihen darstellbar sind, was sich als eine Folge aus dem ent- 
sprechenden Sachverhalt für k = 1 (Satz 1) ergibt. 


$ 1. Die Modularkorrespondenzen r,, (2, g) = 1. 


Im folgenden bedeute n stets eine natürliche zur Stufe q teilerfremde Zahl. Die 
Matrizen 


(1) „ /) mit sn, s>0, r,,)=-1,05r<t 


bilden bekanntlich ein Vertretersystem für die Klassen nach 7‘,(g) linksseitig assoziierter 
primitiver Matrizen der Determinante n und der Form 


I .) a=eb=c=d=0modl. 
ge d 


Daher sind mit einer Modulfunktion g(r) auch die symmetrischen Funktionen der 


( =) bei /',(g) ivariant. 


Bezeichnet o(r) eine Spitzenform (— 2)-ten Grades zu /',(g), so ist o(r)dr ein 
Differential 1. Gattung des Körpers K. Summiert man über die Matrizen (1), so erhält 
man bekanntlich in folgender Weise ein weiteres mit (o(r) | 7„) dr bezeichnetes Differential 
1. Gattung: 

(2) ze[® + )a(* + ") rg 2a(*” + ) dr = (o(1) [7,) dr. 

r,.,6 ! t n,st t t 
Der hiermit definierte Operator 7, (wir benutzen in Abweichung von Hecke einen grie- 
chischen Buchstaben) erfährt unter Benutzung einer Basis o;(r) (i=1,...,g= Ge- 
schlecht von K) der Schar der Spitzenformen eine Darstellung 





_— U - 
(3) o;(T) | ıu = Ztu{n) o,(?) 
durch g-reihige Matrizen T=- (ta(n)). Formale Addition der r, liefert den bekannten 


Heckeschen Operator 


(4) WEL ln. 
In 
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An seiner Stelle werden wir im folgenden allerdings hauptsächlich den Operator 


(5) 


benutzen, der sich von r, nur für quadratisches n unterscheidet. Die entsprechenden 
Bildungen für die Darstellung (2), (3) bezeichnen wir mit 7‘, 72. 


Die Gleichungen (2), (3) definieren die Darstellung 7% eines Multiplikators 7? von K 
zu sich im Raume der Differentiale 1. Gattung. Dieser Multiplikator wird durch eine 
Korrespondenz (Modularkorrespondenz) von K zu einem isomorphen Körper K’ wie 
folgt erzeugt). K’ sei der Körper der bei I',(g) invarianten Funktionen einer von r 
unabhängigen Variablen r’. Man bilde zunächst den Integritätsbereich % = KK’, nämlich 
die Gesamtheit der Ausdrücke 9, 91 + ®& + ''', p9,€EK, p,eK’. Man bilde weiter 
das ganze %-Ideal 

(6) 2-30), 
das folgendermaßen zu verstehen ist: Das Produkt wird für je eine Funktion ge K 
gebildet und über alle Matrizen 


01 


erstreckt; T® ist das aus allen diesen Produkten erzeugte $-Ideal. Es definiert nun eine 
Korrespondenz von K zu K’ und seine Klasse den Multiplikator 7). 


(7) ( ) mitt=n,s>0,0<Sr<t, ausgenommen s=t=Yn,r=0 


Die Multiplikatoren von X lassen sich in der Jacobischen Mannigfaltigkeit darstellen, 
und die Spur dieser Darstellung ist doppelt so groß wie die der Darstellung (2), (3), falls 
diese letztere reell ist, und das trifft hier zu. Für sie hat Hurwitz den folgenden wich- 
tigen Satz bewiesen °), auf den sich alles weitere hier stützen wird: 


(8) SP) tm — a), 


wo d® und d®’ die Grade von 2% als Divisoren des Körperkompositums & = KK’ über K' 
und KX bedeuten (wie das gemeint ist, braucht nicht näher ausgeführt zu werden) und d 
die sogenannte Koinzidenzenanzahl, deren Definition unten folgt. 

Der Divisorgrad d® ist gleich der Anzahl der Faktoren in (6). Der Divisorgrad d?' 
ist ebenso groß; dasfolgt sofort aus der Invarianz von? bei der Vertauschung von X und X’: 


(9) =. 


Zum Beweise von (9) stellen wir zunächst fest, daß das entsprechend (6) mit allen Matrizen 
(1) gebildete $-Ideal T, ein Primideal ist, denn nicht für jede Funktion pe K sind schon 
st+kr 
t 
bei I‘, (g) invariant. Nun ist 7, = tun nach (6) Bildpunkt von r, bei der Korrespondenz ?,. 
Also ist umgekehrt ı, = 1,n"" Bildpunkt von z, bei der Korrespondenz T,. Als $-Ideal 


enthält demnach diese Korrespondenz den Faktor SU — (7) ; wegen der Prim- 


für ein echtes Teilsystem von (1) wieder 


alle symmetrischen Funktionen der ‚( 


4) Zur Theorie der Korrespondenzen und Multiplikatoren algebraischer Funktionenkörper vgl. etwa 
M. Deuring, Arithmetische Theorie algebraischer Funktionenkörper, Teil I., dies Journ. 177 (1937), S. 161—191; 
Teil II, ebenda 188 (1940), S. 25—36. 
5) A. Hurwitz, Über algebraische Korrespondenzen und das verallgemeinerte Korrespondenzprinzip, Math. 
Annalen 28 (1887), S. 5661—585 = Math. Werke I, Basel 1933, S. 179, Formel (29). 
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idealeigenschaft von Z, ist daher ZT, ein Teiler von T,. Mithin muß T, =T, sein. Die 
Gleichung (9) folgt hieraus durch die (5) entsprechende Produktbildung. Aus (9) aber 


folgt, wie gesagt, 
(10) „= =31— 


t|n 


v für Yn #0 mod, 
1 für Yn =0 mod 1. 


So groß ist nämlich die Anzahl der Faktoren in (6). 


Zur Definition der Koinzidenzenanzahl c? sei p ein Punkt von K und p’ der p bei 
der natürlichen Isomorphie entsprechende Punkt von K’. Ferner seien i,,iy die Inte- 
gritätsbereiche der in p, p’ ganzen Funktionen von X, K’ und %, =i,iy. der $ analog 
gebildete und in % enthaltene Integritätsbereich. Identifiziert man nun in dem %,-Ideal 
%, Ta die Integritätsbereiche i, und iy, elementweise, so entsteht ein ganzesi,-Ideal t} ,, 
das demnach eine Potenz des zu p gehörigen und ebenfalls mit p bezeichneten einzigen 
iy„.Ideals ist: ty,, = p*v. Der Exponent h, ist die Koinzidenzmultiplizität von p, und d) 


die Summe der Ah, für alle Punkte p von K. 


Diese Definition versagt für die Einheits-Korrespondenz 


TI = 3% {plr) — pr}, 


da dann t,,, = 0 wird. Man setzt jetzt die Koinzidenzenanzahl c, = — 2(g— 1) an, wog 
das Geschlecht von X ist. Dann wird $Sp(7,) = g in Übereinstimmung mit (8). 


Man kann c} offenbar auch so bekommen: i, wird durch den Integritätsbereich i, 
aller derjenigen Funktionen von K ersetzt, die überall, von einer endlichen Menge von 
Punkten p, abgesehen, endlich sind. Dann ist c} gleich dem Grad ch, des i,-Ideals 
0 = ip "TA vermehrt um die Summe c} „, der Koinzidenzmultiplizitäten der Aus- 


nahmepunkte p,: 
(11) en ae ao r ER 


$ 2. Die Anzahl der endlichen Koinzidenzpunkte. 


Die Anzahl c? wird nun auf der Basis der Zerlegung (11) berechnet, und zwar werden 
die rationalen Spitzen des Fundamentalbereichs von 7‘,(g) als die Ausnahmepunkte p, 
genommen. In $ 2 wird zunächst c?,, berechnet. Dabei muß ein Unterschied zwischen den 
inneren Punkten des Fundamentalbereichs und dessen elliptischen Ecken gemacht werden. 


Es sei r, ein Punkt im Inneren der oberen Halbebene, jedoch nicht eine elliptische 
Ecke, dem eine positive Koinzidenzmultiplizität zukommt. Dann gilt 


su+r_ an+b - ı) 
t geuntd’ ge d eg, 





Im (z,) > 0, 


wobei r,s,t den Bedingungen in (7) genügen; t, darf aber nicht Fixpunkt einer Sub- 
stitution aus /',(g) sein. Man kann diese Bedingung auch so schreiben: 


Au+B AB 


(12) N(n) = = 1,|N =n, (A,B,C,D) +Yn, Im (%) > 0. 


gCu+D —/gcD 


Die Gesamtheit aller Substitutionen N, die r, fest lassen, entstehen aus einer festen durch 
Multiplikation mit einem Faktor und Addition eines Vielfachen der Einheitsmatrix. Daß 
7, nicht eine elliptische Ecke ist, kommt demnach folgendermaßen zum Ausdruck: 


(12a) N #+#u+ovU, UeT,(g), u,v ganz rational. 





160 Eichler, Darstellbarkeit von Modulformen durch Thetareihen. 


Daß u und v ganz rational sein sollen, bedeutet offenbar keine Einschränkung. Hier ist u 
als Abkürzung des u-fachen der Einheitsmatrix zu verstehen. 

Die Vielfachheit von r, als Koinzidenzpunkt ist offenbar 1, da r— z, ortsunifor- 
misierend ist. 

Ersetzt man N durch U-1NU, UeT,(g), so geht r, in den äquivalenten Punkt 
U(t,) über. Die Anzahl c} ,,. der nicht in elliptischen Ecken liegenden Koinzidenzpunkte 
ist demnach gleich der Anzahl der Klassen „nach /',(g) konjugierter‘‘ Substitutionen 
U-ıNU, die den Bedingungen in (12), (12a) genügen. 

Zur Bestimmung dieser Anzahl werden folgende Eigenschaften der Ordnung Q 


aller Matrizen (« : mit ganzen rationalen a, b, c, d benutzt. 


c ) 

1) Jedes Links- oder Rechtsideal für O ist Hauptideal®). 

2) Zu jedem Primteiler p von g gibt es genau ein ganzes ambiges Q-Ideal der 
Norm p, repräsentiert etwa durch 

„ [P*® uni. q _ 4? 
P,=(h » )» a; 1°). 

3) Alle ambigen O-Ideale sind von der Form OPa Par, p,|g, & = 0 oder 1, 
r. eine rationale Zahl. Die Reihenfolge der Faktoren ist gleichgültig. Bei ganzen primitiven 
ambigen Idealen ist r = 1: die Anzahl von diesen ist also 2*, wo x die Anzahl der Prim- 
faktoren von q bedeutet. 

4) Eine Ordnung Ö eines durch zweireihige Matrizen dargestellten quadratischen 
Zahlkörpers Z heißt in O optimal eingebettet, wenn DO = On Z ist. Notwendig und hin- 
reichend für die Existenz einer in Q optimal eingebetteten Ordnung DO, welche mit einer 
abstrakt vorgegebenen Ordnung &O, eines quadratischen Zahlkörpers Z, isomorph ist, ist 
daß das Produkt 

(13) (1 +2) 


nicht verschwindet. Dabei ist das Symbol el für die Diskriminante A(D,) durch 


das Legendresymbol folgendermaßen definiert: 
1) falls Ap-® #0 oder 1 mod 4, 
1, falls Ap-? =0 oder 1 mod. 
5) Es sei p ein Primteiler von g, © eine in Q, optimal eingebettete Ordnung und 


[° > =(0. Dann gibt es ein ganzes O-Ideal ® der Norm p, und = O8 ist das 
ganze ambige O-Ideal der Norm p. 


6) Ist © in den beiden Ordnungen DO und DO, = V-!QV optimal eingebettet, so 
gibt es ein D-Ideal ® so, daß DB die Rechtsordnung Q, hat. Ist umgekehrt ® ein O-Ideal, 
so ist DO auch in der Rechtsordnung von Q optimal eingebettet. 

- Eine Substitution N der Art (12), Kan) sei vorgelegt. Ihre Spur und Norm (Deter- 
minante) werden 


(14) 


Sp(N)=A+ Dei, n(N)=AD—gBC=n 
geschrieben. Die Diskriminante ist A(N) = 09 —4n <0O wegen Im(z,) > 0. Die Sub- 
stitution N erzeugt daher eine: (imaginär-)quadratischen Zahlkörper Z, die Ordnung 


®) Das ist leicht elementar beweisbar. Die Behauptung ist ein Spezialfall eines wesentlich allgemeineren 
Satzes in: M. Eichler, Die Ähnlichkeitsklassen indefiniter Gitter, Math. Zeitschr. 55 (1952), S. 216—252. 
?) Die folgenden Aussagen finden sich sämtlich unter ®), $ 1—3. 
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o=&DnZ ist in DO optimal eingebettet. Hiermit ist N in eindeutiger Weise eine in Q 
optimal eingebettete Ordnung Ö zugeordnet worden. Umgekehrt ist aber N auch in einer 
solchen Ordnung durch Spur und Norm in eindeutiger Weise gekennzeichnet. Für die 
Diskriminante von © gilt dann mit einer natürlichen Zahl 


AD) = A(N) f* = (0 — An) f®, 


und diese Zahl ist bekanntlich stets = 0 oder 1 mod 4. 

Damit N der Bedingung (12a) genügt, darf O keine Einheit + + 1 enthalten, d. h. 
es muß A(D8) #— 3,— 4 sein. Hiermit wird gleichzeitig auch (A, B,C, D) + Vn ge- 
währleistet, was ja auch so geschrieben werden kann: N #YnU, UeET‘%(q). 


Die Anzahl c ,,. der Klassen nach /',(g) konjugierter N der Eigenschaften (12), 
(12a) läßt sich hiernach folgendermaßen beschreiben: Man suche alle ganzen rationalen 
o und f mit den Eigenschaften 


(15) —2Yn<o<2Yn, 0<f, (0 —4n)f-?=0 oder 1mod4, (0 — 4n)f<—4. 
Dann ist 


(16) ER =2 c ((0* — An) f"?), 


unter c(4) die Anzahl der Klassen nach /',(g) konjugierter in Q optimal eingebetteter 
Ordnungen U-!OU mit der Diskriminante A verstanden. Diese Anzahl c(A) hängt nun 
eng mit der Idealklassenzahl der Ordnung OÖ der Diskriminante A zusammen ®). 


DO und 9, seien in DO optimal eingebettete Ordnungen derselben Diskriminante 
3 <0. Sie sind also isomorph, und es gibt eine Matrix V so, daß DO, = VOV -! ist. Hier- 
durch ist V bis auf den rechtsseitigen Faktor W:M bestimmt, wo M dem durch Ö er- 
zeugten quadratischen Zahlkörper angehört und W ein Element ist, welches vermöge 
8- WOW! in D den nicht identischen Automorphismus induziert; e ist 0 oder 1. Wir 
schreiben daher DO, = (V,W!M) DO(V,W:M)-!. Wegen dieser Gleichung ist O auch in 
D, = (V,W:M)-"Q(V,W:M) optimal eingebettet. Es gibt daher (s. oben, 6)) ein O- 
Ideal ® so, daß DO, die Rechtsordnung von OB ist. Da auch OV,W:M ein solches Ideal 
ist, gilt ’ 

DQOV,W:M = AB 


mit einem ambigen Ideal X. Man darf dieses ohne Beschränkung der Allgemeinheit in 
der Form Y = P5ı Py..., also als ganz und primitiv voraussetzen (s. oben, 3)). Ferner 
kann man ® = ®,M’ schreiben, wobei ®, einem Repräsentantensystem der O-Ideal- 
klassen angehört; den Faktor M’ kann man mit M auf der linken Seite vereinigen. Endlich 
zerlege man X in ein Produkt W,A,, wobei für die Primfaktoren p der Norm von 4, die 


Gleichung (5! =( gilt, für die Primfaktoren p der Norm von W, dagegen (5) +0 ist. 


Oben wurde unter 5) festgestellt, daß es einO-Ideal ®’ gibt, für das X, = QX’ ist. Denkt 
man sich dieses mit ® yereinigt, so kommt man auf die Gleichung 


(17) IOV,W:M = AU,Bo- 


Sie bringt zum Ausdruck, daß jeder mit O isomorphen und zugleich mit © in OÖ optimal 
eingebetteten Ordnung DO, zwei Paare (für e= 0 und 1) W,, ®, eines ganzen primitiven 
ambigen O-Ideals und einer durch 3, repräsentierten O-Idealklasse zugeordnet sind. 
Die beiden einem Paar O, DO, zugeordneten Paare W,, ®, fallen dann und nur dann zu- 


®) Die folgenden Überlegungen berühren sich engstens mit ®), $ 6. 
Journal für Mathematik. Bd. 195. Heft 3/4. 21 
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sammen, wenn es eine Einheit der Form E = WM in der Rechtsordnung Q, von 4,8, 
gibt. Für 9, gilt dabei 5| = 1 für p |n (W,); die Anzahl dieser W, ist demnach gleich (13). 


Diese Zuordnung ist auch eindeutig umkehrbar. Man gehe nämlich von einem 
ambigen Q-Ideal W, der beschriebenen Art und einem Repräsentanten ®, einer beliebigen 
O-Idealklasse aus. Das O-Linksideal X,, ist ein Hauptideal OV (s. oben, 1)). © ist dann 
in der Rechtsordnung von QV optimal eingebettet (s. oben, 6)). Daher ist ©, = VOV-: 
in Q optimal eingebettet. Nun ist aber V durch W,%, nur bis auf eine Einheit EZ von Q 
als linksseitigen Faktor gegeben. Daher gehört zu dem Paar W,, ®, genau eine Klasse 
konjugierter Ordnungen ED, E". 

Es kommt uns indessen auf die Klassen im engeren Sinne konjugierter Ordnungen 
UD,U-! mit Uel,(g), d.h. |U|= +1 an. 7,(g) hat in der Einheitengruppe von Q 
den Index 2. Die Klassen ED,E-! und USD,U-! fallen dann und nur dann zusammen, 
wenn es eine Einheit E, mit | E, | = — 1, E,DO,Er" = D, gibt. Im anderen Falle zerfällt 
eine Klasse ED, E-! in genau 2 Klassen USD, U -!. Eine solche Einheit muß von der Gestalt 
E, = WiM, sein, wobei W,, M, dieselbe Bedeutung für ©, haben wie oben W, M für d. 
Da A <0 ist, gilt n(M,)=|M,|>0. Also kann nur e=1 sein. Ferner ist W/=w 
eine rationale Zahl. Da w, und ©, die ganze Matrixalgebra erzeugen, kann nicht w < 0) 
sein, denn sonst wäre diese Algebra zufolge A < 0 definit. Folglich hat jede Einheit der 
Form E, = W,M, die Norm (Determinante) — 1. Es gibt somit ein solches E, dann und 
nur dann, wenn es ein E = WM mit den obigen Eigenschaften in Q, gibt. Infolge dieses 
Zusammentrefiens ist 

(18) ca) = (1 + [S]) a, 

pla p 
wo h(4) die Idealklassenzahl für die Ordnung OÖ mit der Diskriminante A bezeichnet. 

Mit (16) und (18) ist die Anzahl c?,, unter Außerachtlassung derjenigen Koinzidenz- 
punkte berechnet worden, die in elliptischen Ecken liegen. Elliptische Ecken z, gibt es 
nur von der Ordnung 2 oder 3. Ein Fixpunkt von N fällt in eine solche, wenn in (12a) 
das Gleichheitszeichen steht und U? = — 1 oder U? = +1 ist. Dieses U ist alsdann in 
der N zugeordneten Ordnung Ö enthalten. Da hier andererseits (r — 1,)? bzw. (T — z,)’ 
als lokales Primelement gilt, muß das betreffende 7, bzw. N mit der Multiplizität $ bzw. } 


gezählt werden. Nach wie vor bleibt indessen der Fall N = VnU ‚ UeT,(g) auszu- 
schließen, der folgendermaßen beschrieben werden kann: 
o = 0,4(0) = (0? — 4n) [= — 4 bzw. o= +Yn, 4(0) = (® — 4n)f = —3. 
Das Endresultat kann man hiernach wie folgt zusammenfassen: Es bezeichnet h(4) 


und w(4) die Idealklassenanzahl und die halbe Einheitenanzahl der Ordnung mit der 
Diskriminante A < 0. Dann ist die Gesamtmultiplizität der endlichen Koinzidenzpunkte 


EL (@—an) Fr Alan) fe) _ 
a I ulı+| N elaang) 


(—2/n <o <2Yn,0 <f, (0 — An) f-® =0 oder 1 mod 4) 


0 für Yn # 0 mod1, 
Anftı (zZ) +2 (1 ==) für Yn = O0 mod1. 
3 +( p +32 + p ) rYn er 


Wir haben also die zur Ausschließung von N = VnU ‚ UeT,(g) führende Summations- 
beschränkung in (19) durch einen Korrekturterm kompensiert. 
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$ 3. Die Anzahl der unendlichen Koinzidenzpunkte. 


Die rationalen Spitzen eines Fundamentalbereichs von 7',(g) werden durch die 2* 
Punkte r= », 0, g7" vertreten, wo g, alle Teiler + 1, q von g durchläuft. Wir ermitteln 
die Koinzidenzmultiplizitäten c},, jedes einzelnen dieser Punkte. 

Für = w ist z, = e"" eine Ortsuniformisierende. Das gemäß $ 1 zu bildende 
Ideal ist 


er+r ” 

BERR nee )=i | 2.) -( i E: | 
,® 1+ Va ® 

Das Produkt in der Mitte ist über ein System (7) von Zahlen r,s,t zu erstrecken; der 

letzte Faktor rechts fällt natürlich bei nicht quadratischem n fort. Der Grad von t9, y. ist 

(20) ° für Yn #0 mod, 

VYn—1 für Yn = 0 mod 1. 


Für =0 ist »=e  ortsuniformierend. Man erkennt leicht, daß wegen 
(n,g) = 1 auch die Matrizen 


Ir ) mit e=n,s>0,0<r <s, ausgenommen s=t=n, r=0 


ein Vertretersystem derselben Klassen von bzgl. I',(g) linksseitig assoziierter Substitutionen 
der Determinante n bilden wie die Matrizen (7). Sie lassen den Punkt r = 0 fest. Die 
Koinzidenzmultiplizität berechnet sich demnach genau wie die von = o: 


(21) Can a; FR 


Endlich sei g, ein Teiler von q und Pırı der zu r = gr" gehörige Punkt von X. Mit 


14 +1 un 
L= L1= 
E IE er 1 


* ” * * * * -1 . 
und einer nicht weiter interessierenden rationalen Zahl r, ist z,-ı = e”"" (" hier orts- 
1 


uniformisierend. Ist N eine g;' fest lassende Substitution, so läßt L-!NL die Spitze & 
fest. Kann man zeigen, daß die Matrizen 


\,1_l+e—r—9g s+r+1t )-(43) 
\MkY)yatles—r— dA t—(s—r—ı)q) \eCcD 


mit e=n, s>0, rmod it reduziert, (r,s,t) # Vn ein Repräsentantensystem aller 
Klassen + VnT,(q) bzgl. T',(g) linksseitig assoziierter Substitutionen aus Q\ der Deter- 
minante n bilden, so folgt auch für die Koinzidenzmultiplizität ch, 


(23) om ze de ni 
Daß dieses zutrifft, sieht man folgendermaßen ein. Aus (22) folgt 


(24) s=A+qB,ti=D—qB,r=4A—D+(1 + 2,)B 
und 


Par u 


(25) A—D=gC—gqB mit = 7. 


1 
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(25) ist notwendig und hinreichend für die Gültigkeit von (22). Es sei nun E .) eine 


Substitution der Determinante n aus der Ordnung Q. Man suche ein = )) eT,(g) so 


zu bestimmen, daß das Produkt 

(26) Be le )- er ee (7 >) 

gqy ö)\ge d) \g(ya+ dc) qy’+öd) \gc D 
die Gestalt (22) hat. Dazu muß also (25) gelten, was nach kurzer Umrechnung die Gestalt 
(x — g:y) (a + qıb) = (6 — qıß) (d+ 9ee) 

annimmt. Diese Gleichung wird durch den Ansatz 

(27) s=tv+qy,d=urgß 
gelöst, wobei u und v aus 

(28) a+gqb=uh, d+gc=vh mit h>0 und (uvv)=1 
zu entnehmen sind. Es muß aber noch 

(29) 1= 08 — gßy= w+ogPß + ugsY 
gelten. (29) ist ganzzahlig auflösbar, wenn (ug,,vg,)—=1 gilt, was man aus ad—gbe=n, 
(n, g) = 1 und (28) auch leicht entnimmt. Es ist also jedes Ir ;) mit einer Matrix (22) 
mod I',(g) linksseitig assoziiert. 


In welchem Sinne liegen hierbei nun r, s, t fest ? Aus (28) folgt: h ist der positiv 


genommene g.g. T. der Elemente in der ersten Spalte von E ı) L. Wegen (26) ist h 


gleichzeitig der g. g. T. der Elemente in der ersten Spalte von (* 2 L, also auch 
AB 


< ri L. D.h. es ist h= s. Aus (24) folgt weiter: 
r=s—t+B, 


wegen (22) von L-( 


aus (26), (27), (28): 
r=s—t+vb+ ßoh mod 9, 
aus (29): 
Pt mod g, 
und nochmals nach (28): 


Das liefert wegen h= s: 
r=(1+9g')(s—t) mod g. 
Die Restklasse von r mod g, ist also durch s, t festgelegt. Pe Multiplikation von 


” C >) mit einer geeigneten Potenz von ' 


1 2) “ ( 1 9 4a ) 
L L’i= l 


erlaubt, r in ein vorgeschriebenes Repräsentantensystem der Restklassen mod ig, zu 
bringen. Dann gehört r einem, allerdings von s —t abhängigen, Repräsentantensystem 
der Restklassen mod t an. Damit ist der Beweis von (23) fertig. 
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In Zusammenfassung des Erreichten geben wir jetzt die Spur des Heckeschen 
Operators 7, an. Nach (4) und (5) ist 
fü 
1-74 0 ür Yn #0 mod 1, 
T, für Yn =0 mod. 
Die Spur von T, ist g, wie am Schluß von $ 1 festgestellt wurde. Nach (8), (10), (11), 
(19), (19a), (20), (21), (3) (und. =, +4. +: nn) ist 


( — rn u — An) f 2) f) 
30) Sp(T,)= Fı—% is Sl + (ee 8 
R er 
(— 2Yn <o< 2Vn, 0 <f, (0®—An)f?=0 oder 1 mod 4) 
mit dem Korrekturterm 
0 fürYn #0 modi 
- 1 —4 1 
- 21 yYa+g—-i+z0 1+(—))+3 (+ + 2°! fürYn=0modi. 
za | p ) Iple (5 r) Vn 
Dieser vereinfacht sich noch, wenn man die Formel 


1 

er 1-1 + (2) 0(1 +) 2 ++ 
pla v2 p Fi Spie 7 7. 12,1% 

für das Geschlecht von K heranzieht). Hier ist x a Anzahl der Primfaktoren von g. 


(30a) = 


$ 4. Die Darstellung der Multiplikatoren im Raume der Thetafunktionen. 


Wie bisher bedeute g eine natürliche quadratfreie Zahl. In einer früheren Arbeit?) 
wurden Ideale der Stufe q in einer Quaternionen-Algebra Q eingeführt, die wir von jetzt 
ab als definit voraussetzen müssen. Es sei OÖ, eine Ordnung der Stufe g in Q und 
M,(v»=1,...,H) ein Vertretersystem der Q,-Linksidealklassen. Sind Q, die Rechts- 
ordnungen der M,, so bilden M;'M, ein Vertretersystem aller Q,-Linksidealklassen. 
Durchläuft nun M alle Elemente + 0 aus M;'M,, so durchläuft M/'M,M alle ganzen 
mit M;'M, linksäquivalenten Ideale, und zwar jedes genau w,-mal, unter w, die Anzahl 
der Einheiten von Q, verstanden. Aus den Anzahlen z,,(n) aller ganzen mit M;'M, 
linksäquivalenten Ideale der Norm n wurde die H-reihige Anzahlmatrix 

(32) P(n) = (n,,(n)) 
gebildet. 

Aus der eben gemachten Bemerkung geht hervor, daß r,,(n) w, die Anzahl der 
MEeMZ'M, der Norm n(M)=n:n(M; 'R,) ist. Bekanntlich sind die Thetareihen 


u, E 2 
u) zZ eh) =1+ Fru(n) wet (+ Zamtn) et), 
\ v n=1 


MEM,'M, n-1 
ganze Modulformen (— 2)-ten Grades zur Gruppe I'\,(g). Führt man noch die Matrix 


ein, so kann man die Gesamtheit dieser Thetareihen in Gestalt der Matrix 


(33) dd) = z P(n) exe 


schreiben. 
®) 8.9, 8.26. 
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Die Anwendung des Heckeschen Operators r, für eine nicht in g aufgehende Prim- 
zahl p ergibt nach $1: 


er+r 


Kl, =ZEPine” ‘  (t=p,s>0,0<r<p) 


n=0 r,8,t 


(Pinp) + pP(O)) er, 


Er n=0 
wobei P(r) = 0 für ein gebrochenes r zu nehmen ist. Die rechte Seite ist nach früher an- 
gegebenen Formeln!) 


dr)| „= P(p)- Br). 


Da ferner die Anzahlmatrizen P(n) und die Operatoren r,„ für (n,g) = 1 denselben 
Bechenregeln!®) genügen, folgt aus der letzteren Gleichung allgemeiner 


(34) 9Ar)|r„= Pin): #7) für (ng=1. 


Nach (34) erzeugen die P(n) eine Darstellung des durch die r, mit (n, g) = 1 erzeugten 
Teilringes M, des ganzen Multiplikatorenringes M von K. Die-Spur dieser Darstellung 
ist bekannt und soll mit der Spur (30) von T,, verglichen werden. Vorher sind indessen 
noch drei Bemerkungen einzuschalten. 


Erstens: Die Differenz je zweier Thetareihen zu quadratischen Formen des gleichen 
Geschlechts, also insbesondere von je zwei 9,,(r), ist eine Spitzenform, wie man im Zuge 
des Beweises der Funktionalgleichung feststellt!!). Die P(n) erlauben daher einen ein- 
reihigen Bestandteil auszureduzieren; ihm entspricht diejenige Eisensteinreihe, welche 
nicht bereits zu einer kleineren Stufe gehört, nämlich 


a+rz zii", 
ade 


Der restliche (4 — 1)-reihige Bestandteil von P(n) ist dann eine Darstellung von z, im 
Raume der durch Theiareihen erzeugbaren Spitzenformen, er werde aus einem gleich zu 
erläuternden Grunde mit P,,„(r) bezeichnet. Seine Spur ist für (n, g) = 1"?): 


(35) Sp(P,,..(R)) 


EP a a) 220 


(—2Yn <o<2Yn, 0<f, (®® —4n)f-? =0 oder 1 mod 4) 





für Yn&#0 mod, 


(35a) el. 
7 He—-VUNP+N für Yn = 0 mod 1. 
va 


via 
Zweitens: In (35) ist g = 9,9, eine Zerlegung von g, wobei q die Diskriminante der 
Algebra @ ist. Der Faktor g, ist stets das Produkt einer ungeraden Anzahl von Prim- 
faktoren, nämlich der endlichen Verzweigungsstellen der Algebra Q, während g, keiner 


10) Vgl. ®), Formeln (24) und (25). 

u) S. etwa M. Eichler, Quadratische Formen und orthogonale Gruppen, Berlin-Göttingen-Heidelberg 1952, 
S. 141—142, 

12) Formel (63) (und (18)) in ®). 
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Beschränkung unterliegt. Drittens sind Modulformen zur Gruppe /‘,(g’) für einen Teiler 
g’ von qg auch Modulformen zu 7',(g). Man wird Thetareihen zu verschiedenen Teilern g’ 
heranziehen und die entsprechenden Darstellungen P,, ‚(n) addieren müssen, wenn man 
einen Vergleich von ihnen mit 7, im Auge hat. 

Als ersten Fall behandeln wir nun den einer Primzahlstufe g = p. Die Spuren (30) 
und (35) stimmen überein: 


(36) Sp(P,(n)) = Sp(T,) für (n,p)=1, 
falls das folgende zutrifft: 


h((o® — 4n) f-®) 0 für Yn = 0 mod 1, 
(37) en PAR 


dabei ist von (31) Gebrauch gemacht worden. (37) ist aber die bekannte Klassenzahl- 
relation der 1. Stufe'?). Man erhält einen neuen Beweis von (37) im gleichen Zuge, wenn 
man p = 2 wählt. Dann ist g = 0, H = 1, und beide Seiten von (36) sind 0. Wir ziehen 
aus (36) die Schlußfolgerung: 


Satz 1. /m Falle einer Primzahlstufe q lassen sich alle ganzen Modulformen (— 2)-ten 
Grades zu I‘,(g) durch Thetareihen zu quaternären quadratischen Formen der Stufe q (Dis- 
kriminante q?) linear kombinieren. 

Beweis. Nach (36) erfährt der durch die r, mit (n,g) = 1 erzeugte Unterring M, 
des Multiplikatorenringes M von K im Raume der Spitzenformen sowie in dem durch 
Thetareihen erzeugten Teilraume äquivalente Darstellungen. Daher sind diese Räume 
linear äquivalent, d. h. sie haben die gleichen Dimension. Folglich gibt es zu jeder Spitzen- 
form o(r) eine Linearkombination A(r) von Thetareihen derart, daß die g—1 ersten 
Entwicklungskoeffizienten der Differenz o(r) — A(r) für die Spitze r = oo verschwinden. 
Nach einem Satze von Hecke ist dann identisch o(r) — A(r) = 0. Auch die einzige Eisen- 
steinreihe kann bekanntlich durch Thetareihen dargestellt werden. 

Nunmehr folgt übrigens (36) auch für (n, g) > 1, wenn man für 7, den von Hecke 
mit 7? bezeichneten Operator nimmt. 

Hierauf wollen wir nur noch die Fälle behandeln, wo qg das Produkt von 2 oder 3 
Primzahlen ist: 


(38) Sp(P,,n.(") + 2P,.ı(R)) Er Sp(T,) für g = PıPa, (n, = 1, 
(39) Sp(Popa. ı(r) + Z Pan) = SP (Popp) + 2 Pau m (nr) + AP, ı(n)) 
+ 
= Sp(T,) fürg = pıPaPs, (ng)=1. 


Beide Formeln ergeben sich wie (36) aus dem Vergleich von (30) und (35), unter Berück- 
sichtigung der Formel (31) für das Geschlecht sowie der Klassenzahlrelation (37) der 
1. Stufe. Die Satz 1 entsprechende Schlußfolgerung lautet: 


Satz 2. Streicht man in den ganzen Modulformen Y(t) = 3 a{n) e*"" alle Reihen- 


n 
glieder mit (n,q)> 1, so lassen sich die entstehenden Reihen durch in gleicher Weise ab- 
geänderte Thetareihen von Stufen q’ | q linear kombinieren, wenn q ein Produkt von höchstens 
3 Primfaktoren ist. 


18) F, Klein und R. Fricke, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunktionen, Teil II, Leipzig 
1892, S. 184. 
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q sei ein Produkt von 2 oder 3 Primfaktoren, von denen mindestens einer = 11 oder 
> 13 ist. Dann enthält die Darstellung des durch die r, mit (n, q) = 1 erzeugten Teilringes M, 
des Multiplikatorenringes im Raume der Differentiale 1. Gattung mindestens einen Bestand- 
teil mehrfach. Es gibt Spitzenformen (— 2)-ten Grades, welche sich nicht durch Thetareihen 
einer Stufe g’|q darstellen lassen. 

Beweis. Der erste Teil ergibt sich genau wie Satz 1 aus (38) bzw. (39). Die rechte 
Seite von (38) hängt nur von dem Produkt q = p,ps ab. Man darf daher links p, und p, 
vertauschen und folglich p, = 11 oder > 13 annehmen. Dann ist P,, ,(r) eine mindestens 
einreihige Darstellung, welche laut (38) in der Darstellung 7, mindestens zweimal vor- 
kommt. Analog kann im Falle (39) geschlossen werden. Hiernach gibt es weniger linear 
unabhängige durch Differenzen von Thetareihen zu Quaternionen-Idealen des „Typus“ 
(P:, Ps) und (p,, 1) bzw. (p,, PaP;) und (p,, p3) und (p,, 1) darstellbare Spitzenformen als 
linear unabhängige Spitzenformen überhaupt. Die Gesamtheit der durch die genannten 
speziellen Thetareihen dargestellten Spitzenformen stimmt nun aber mit der Gesamtheit 
aller durch Thetareihen einer Stufe g’|q erzeugbaren Spitzenformen überein, wie aus 
den Formeln 


Sp(P,, „(R) 7 2P,,ı(R)) en Sp(P,.n (R) > 2P,;,ı(n)), 
SP(Ppamuı(") + 2 Pan (m) = SP(Payam) + 2Pyn,) + EP) (iFj+ksi) 


hervorgeht, welche unmittelbar aus den a. a. O.'2) angegebenen Formeln folgen, und 
zwar auch für (n, g)> 1. Das liefert die letzte Behauptung von Satz 2. 


$ 5. Bemerkungen zu den Klassenzahlrelationen. 


Die Mehrzahl der bekannten Klassenzahlrelationen, wenn nicht überhaupt alle, 
beruhen im Prinzip darauf, daß man die Spur (30) von 7‘, durch die n-ten Entwicklungs- 
koeffizienten von Spitzenformen (— 2)-ten Grades ausdrückt. Daß dieses möglich ist, 
ergibt sich als eine auf der Hand liegende Folgerung aus der Heckeschen Theorie. Die 
Auswertung durch mehr oder minder elementare zahlentheoretische Funktionen gelingt 
natürlich nur für kleine Stufen. Die Erkenntnis über diese allgemeine Natur der Klassen- 
zahlrelationen hat aber auch davon abgesehen einigen Wert. Man verdankt sie Hurwitz'*), 
auf den im Prinzip alle von uns hier verwendeten Schlüsse zurückgehen. Dazu gehört 
insbesondere auch der Grundgedanke der Heckeschen Theorie, der sich bei Hurwitz 
allerdings nicht auf die den Differentialen 1. Gattung entsprechenden Modulformen, 
sondern auf die Integrale 1. Gattung stützt. Das von ihm erst ein Jahr später aufgestellte 
Spurtheorem, unsere Formel (8), wird in kunstvoller Weise umgangen, jedoch so, daß 
man vermuten könnte, daß gerade die hierzu notwendigen Überlegungen wenig später 
zu diesem allgemeinen Theorem führten. 

Bei der erwähnten Schwierigkeit, die „anderen Seiten‘ der Klassenzahlrelationen 
explizit auszuwerten, könnte man die Frage stellen, ob man nicht durch Kombination 
verschiedener solcher Relationen einfach berechenbare andere Seiten erhält. Von der 
Seite der Funktionentheorie her scheint die Frage hoffnungslos schwierig zu sein. Daß 
es aber in der Tat möglich ist, zeigt das arithmetische Gegenstück zu dieser Arbeit?). 

Bisher war verschwiegen worden, daß Hurwitz nicht bei /',(g) invariante Funktionen 
benutzt, sondern die Modulfunktionen zu der Hauptkongruenzuntergruppe k ı) = ( ) 


1) A. Hurwitz, Über die Klassenzahlrelationen und Modularkorrespondenzen primzahliger Stufe, Berichte 
d. k. sächsischen Ges. d. Wiss. Leipzig Math.-Phys. Kl. 87 (1885), S. 222—240 = Math. Werke II, Basel 1933, 
S. 51—67. 





Eichler, Darstellbarkeit von Modulformen durch Thetareihen. 169 


mod g. Er kommt so zu gewissermaßen feineren Klassenzahlrelationen. Es wäre möglich 
und interessant, die entsprechenden Verfeinerungen auch in der Arithmetik der Quatern- 
ionen-Algebren durchzuführen. 


$ 6. Die Darstellbarkeit von Modulformen geraden Grades durch Thetareihen. 


Von jetzt ab wird vorausgesetzt, daß die Stufe g eine Primzahl ist, so daß Satz 1 
herangezogen werden kann. Zunächst beweisen wir den 


Hilfssatz. Wenn g hinreichend groß ist, gibt es eine Spitzenform o(t) = & s(n) &*" 
(— 2)-ten Grades zu T',(g) mit s(1) = 0, s(2) #0, s(g) #0. 


Zum Beweise ziehen wir die Anzahlmatrizen P(n) zu der Quaternionen-Algebra Q 
der Diskriminante g? heran. Und zwar legen wir eine solche Anordnung der Idealklassen 
zugrunde, daß die Rechtsordnungen der ersten t, Klassenrepräsentanten M, ambige 
Hauptideale der Norm g besitzen, während für die Rechtsordnungen der übrigen M, die 
ambigen Ideale der Nornu g nicht Hauptideale sind. Diese letzteren treten dann je zweimal 
auf; man kann daher die Anordnung so treffen, daß die Rechtsordnungen von M,,, 
und M,+u+4,(” = 1, - -, t%) gleich (bzw. isomorph) sind. Die Anzahlmatrix läßt sich dann 
so unterteilen: 

U, vV 
(40) Pn)=|V v Ul. 
Je 7? 
Die Spaltenanzahlen von U, und V sind t, und t,; gleich bezeichnete Teilmatrizen sind 
gleich. Die Klassenanzahl ist 7 = t, + 2t,, die Typenanzahl T=1t,+1t,. Aus den 
Formeln für diese Anzahlen'5) geht hervor, daß sie mit q unbegrenzt wachsen, ebenso 
wie auch ihre Differenz t,. 


Vorweg sei bemerkt, daß nach der Spurformel 0 < Sp(P(2)) <4 ist; ferner ist 
die Summe jeder Zeile von P(2) gleich 3. 


Dem Schema (40) entspricht gleichzeitig eine Anordnung der quadratischen Formen 
Q,(x) der Diskriminante g2. Die Anzahl a,(n) der Darstellungen von n durch (,(x) ist nach 
$4 im wesentlichen gleich dem entsprechenden Koeffizienten von P(n). Die Zahl 1 wird 
nur von den in der Hauptdiagonale von U, und U, stehenden Formen dargestellt, die 


Zahl q nur von den in der Hauptdiagonalen von U,, U, Ü .- 


Nach diesen Vorbereitungen wählen wir drei Formen Q,(x), » = 0, 1,2. Und zwar 
liege Q,(x) in U,, aber nicht auf der Hauptdiagonalen, und stelle die 2 nicht dar. Ein 
solches Q,(x) gibt es, wenn 1,> 4 ist. Q,(x) liege in U, oder V, aber ebenfalls nicht auf 
der Hauptdiagonalen, und stelle die 2 dar. Q,(x) auf der Hauptdiagonalen von Ü;; dazu 
muß also t,> 0 vorausgesetzt werden. Über die Darstellungsanzahlen a,(n) kann man 
dann das folgende in Form einer Tabelle aussagen: 


= (0 





1 
1 
1 


1) Satz 11 in 3). 
Journal für Mathematik. Bd. 195. Heft 3/4. 
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Bei geeigneter Bestimmung des Koeffizienten c ist 
o(r) Bi EZ (rer Be eriQdz)r + clear N e4er)) 
(=) 
eine Spitzenform der im Hilfssatz verlangten Beschaffenheit. 


Das Differential 1. Gattung du = en o(r) dr verhält sich in der Spitze r = oo des 


Fundamentalbereichs mit der Ortsuniformisierenden z, = e’”* folgendermaßen: 
du=(s(2)z, +s(3), +: ')dz,, s(2)#+0. 
Die andere Spitze des Fundamentalbereichs ist r = 0 mit der Ortsuniformisierenden 
2ri 


= e ", Die Entwicklung von o(r) an dieser Stelle erhält man durch Anwendung der 
Fundamentalgleichung der Thetafunktionen: 
2ni 
a .— 
EB; 
gr z 
wobei Q,(2) die primitiven Adjungierten zu Q,(x) sind. Für ihre Darstellungsanzahlen gilt 
bekanntlich a,(r) = a,(gn). Nach dem Hilfssatz ist daher 


du = — (s()+s(2)2 +‘) da, s(q) +0. 


Hiernach ist du ein Differential 1. Gattung, welches in 7 = oo eine einfache Null- 
stelle hat und in 7 = 0 nicht verschwindet. Da der Körper X der Modulfunktionen zu 
T',(g) den Automorphismus 


u Bnir 
Qı(z) yo 57 7 


ort) = 


1 


— —1 
(41) &: T- u d.h. p(rW = v( —) 


besitzt, hat das Differential du“ in r = 0 eine einfache Nullstelle und verschwindet nicht 
in r= oo. Damit sind die Vorbereitungen für den folgenden Satz beendet: 


Satz 3. Für eine hinreichend große Primzahlstufe q lassen sich alle ganzen Modul- 
formen (— 2k)-ten Grades (k = 1,2,...) zu T',(q) durch Ak-fache Thetareihen zu den Stufen 1 
und q linear kombinieren. 

Beweis. Der Fall k = 1 wurde bereits mit Satz 1 erledigt. Für k = 2 gibt es eine 
Thetareihe der Stufe 1, nämlich zu der definiten Form in 8 Variablen mit der Diskrimi- 
nante 1. Sie stimmt bekanntlich mit der Eisensteinreihe überein. Wir bezeichnen sie mit 
E(r). Es sei Q(x) irgendeine definite quaternäre Form der Diskriminante g? und %#(r) 
die zugehörige Thetareihe. Die ersten Terme in den Reihenentwicklungen von E(r) und 
9:(r) an den Stellen r= oo und r = (O sind dann 


Ed)=1+:.- = rtl+:), Hlrd)=1+: = reigr+:). 


Man kann daher jede Modulform des Grades — 4 durch Addition einer passenden Linear- 
verbindung von E(r) und 92(r) zu einer Spitzenform machen. Bei Modulformen des 
Grades — 2k(k> 2) gelingt dasselbe unter Benutzung von E(r) 9*-?(r) und #*(r). Es 
genügt daher, Satz 3 für Spitzenformen zu beweisen. 

Ist g(r) eine Spitzenform des Grades — 2k, so ist p(r) d* ein Differential k-ten 
Grades, d.h. der ihm zugeordnete Divisor gehört der k-ten Potenz der Differentialklasse 
an. Dieser Divisor ist ganz bis auf Pole höchstens (k — 1)-ter Ordnung in den Punkten 
t= 0,0. Durch Addition einer passenden Linearkombination von du(#(r) dry‘! und 
du*(d(r) dr)‘ ', wo du und du“ die oben konstruierten ganzen Differentiale sind, kann 
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man die Polordnungen von Y(r) d’* auf <k— 2 herabdrücken. Darauf addiert man eine 
geeignete Linearkombination von du?(d(r) dr)‘ *, dudu* (#(r) dr) ?, (du‘)?(H(r) dr)? 
und fährt so fort, bis man zu einem überall ganzen Differential k-ten Grades kommt. Man 
beachte dabei, daß alle benutzten Differentiale du(#(r) dr)*' usw. ihrer Konstruktion 
gemäß (bis auf den Faktor dr*) durch Produkte von k quaternären Thetareihen, d.h. 
durch 4k-fache Thetareihen darstellbar sind. 

Ein überall ganzes Differential g(r) dr“ des Grades k ist nun nach einem Satz von 
M. Noether !*) als ein homogenes Polynom k-ten Grades in den Differentialen 1. Gattung 
darstellbar, sofern der Körper X nicht (elliptisch oder) hyperelliptisch ist. Die Differentiale 
1. Gattung sind aber nach Satz 1 durch vierfache Thetareihen darstellbar, und es folgt 
Satz 3. 

Es bleibt zum Schluß übrig zu zeigen, daß der Körper K für genügend großes q 
nicht hyperelliptisch ist. X ist Erweiterung 2. Grades des bei dem Automorphismus (41) 
elementweise invarianten Unterkörpers K,. Das Geschlecht von K, ergibt sich unter 
Voraussetzung von Satz 1 als g, =t,, d.h. als die Reihenanzahl der Teilmatrix U, 
in (40) '?). 

Wir nehmen jetzt im Gegensatz zur Behauptung an, K besitze eine Erzeugung 
K=kfz, Vf(«)) mit einem quadratfreien Polynom f(x). Es seien dw, die Differentiale 
dw, 
dw, 
unabhängige Polynome höchstens (g— 1)-ten Grades in x. Andererseits bezeichnen wir 
die Differentiale 1. Gattung von X mit du, (i=1,...,8), du, i=1,...,.g—g,) und 
setzen voraus: du; = du, df = — dv. Ist 1 >0,1%,>0, so kommen Differentiale 
beider Sorten vor. Der Unterkörper k(x) wird durch die Quotienten der Differentiale 
1. Gattung erzeugt; folglich induziert auch & in k(x) den nicht identischen Automorphis- 
mus. Dieser hat dann bekanntlich die folgende Gestalt: 

_ac+b 
er +d 


Nach geeigneter gebrochen linearer Transformation von x darf man ohne Beschränkung 


1 
1.Gattung, speziell dw, = f(x) ”dx. Dann sind die Quotienten insgesamt g linear 


mit ad— be #0 und, wegen ®=1,a+d=0. 


1 
der Allgemeinheit 2 = — x annehmen. Jetzt geht dw, = f(x) ?dx bei in + dw, über, 
also ist dw, entweder ein du oder ein dv. Folglich gibt es g, bzw. g— g, linear unabhängige 
Quotienten ge, die bei « invariant sind bzw. das Vorzeichen wechseln. Die ersteren 
0 
müßten Polynome in z?, die letzteren x mal Polynome in x? sein. Demnach dürften sich 


ihre Anzahlen höchstens um 1 unterscheiden: 


a. —-@—g)]| =|g—2g,| =|4h—1| si. 
Diese Ungleichung trifft aber nicht zu, wenn t,> 1 ist, und das ist für fast alle q der Fall. 
16) K. Hensel und G. Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen, Leipzig 1902, S. 502. 
17) M. Deuring, Die Anzahl der Typen von Maximalordnungen ..., J.-ber. Deutsche Math. Vereing. 54 


(1944/45), S. 24—54, bes. S. 31. Auf ganz anderem Wege bestimmte R. Fricke dieses Geschlecht: Die elliptischen 
Funktionen und ihre Anwendungen, Teil II, Leipzig 1922, S. 363 und 366. 


Eingegangen 5. Oktober 1954. 





Bemerkungen zur additiven Zahlentheorie. II. 


Vereinfachter Beweis eines Satzes von A. Brauer. 


Von Alfred Stöhr in Göttingen. 





A und 3 seien Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen. A habe die Dichte & mit 
0<a<A.Essei 0eB,1€E 8. Für jede natürliche Zahl m sei l({m) gleich der kleinsten 
Zahl !, für die 


(4) m=b+:+b 
in Zahlen b,,..., d, aus ® lösbar ist. Es werde 


mi EUm) = 4 


n=1,2,... ! mei 


gesetzt; dabei sei A < oo. Die Summe der Mengen X und ® werde mit & bezeichnet; 
wegen DE B ist Y<E. Mit A(n) bzw. C(n) bezeichnen wir für natürliches n die Anzahl 
der positiven Zahlen < n aus U bzw. aus €. Dann gilt!) 


) ei „(u +1Ze), 


also, wenn y die Dichte von € ist, 


yzalı +17) 


Der folgende Beweis benutzt die Grundgedanken der Beweise von A. Brauer und seiner 
Vorgänger Erdös und Landau; die einzige hier neue Wendung, die in diesem Beweisgang 
eine Abkürzung ergibt, wird durch Kursivschrift hervorgehoben. 


Für festes natürliches n und 1 S m Sn sei D(m) die Anzahl der Zahlen a € X mit 
(3) ASa<atmSn und a+meQ; 


ferner sei E(m) die Anzahl der Zahlen aeX mit 1 Sa<a+tmSnunda+meN. 
Dann ist D(m) = A{n — m) — E(m) und, wenn %k eine ganze Zahl mit OSk<=n ist, 


& « [3 u... n 
3 D(m) = 2 A(n— m) — ZE(m) > BE 
m=1 m=1 moi m=1 m= 
Die letzte Summe über E(m) ist gleich der Anzahl der Zahlenpaare a, a’ € X mit 
1sa<a' Son, also gleich 4 A!(n) — 3% A(n). Das liefert 


1) A. Brauer, Über die Dichte der Summe zweier Mengen, deren eine von positiver Dichte ist, Math. 
Zeitschr. 44, 212—232 (1939). 
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2 Dim) < ZAln— m) +% 5 An) — 5 An) 


moi mi 


>25 a(ln—m)+-— 5 an, At(n) 


moi 2 
=7 {2n —k)k + no 
Wählt man zu m eine feste Zerlegung (1) und bestimmt für jedes der in der Anzahl D(m) 


vorhandenen a € X mit (3) den kleinsten Index j, fürdena+b, +: +b,_,eW, aber 
r=a+b, + + EN ist, so ist 


(4) 1srSn, red, aber r&M. 


Die r mit der Eigenschaft (4) sind genau in der Anzahl C(n) — A(n) vorhanden, und 
für den Index j kommen die Werte 1,2,...,l(m) in Betracht. Also ist 


D(m) S l({m) (C(n) — A(n)). 
Summation ergibt 


k k 
2 Dim) S 2 m) (C (n) — A(n)) S Ak(C(n) — A(n)), 


also 
(5) Ak(C(n) — A(n))25 7 {(2n —k)k+n—k} —74n). 
zsei eine nicht notwendig ganze Zahl mit O<z<n, über die wir noch verfügen werden. Wir 


definieren n und 9 durch [2] =2z—n, [2] +1= z+ 9; es ist also OSz—n<z+9<n, 
n20,8>0,n+%=1.Mit k=z— n liefert (5) 


(6) Alz— n) (Ein) — A(n)) 2 {an — 2 +)@— M)+n—:z+ n—34:n). 
Müt k=z+ ® liefert (5) 
(7) Alz+ 9) (Cin) — An))2Z {an —2— 9) (e+ 6) +n—2— 9) —5 Atin). 


Wir multiplizieren die Ungleichung (6) mit ® und die Ungleichung (7) mit n und addieren; 
wegen n+ 9 =1 ergibt das 


iz(C(n) — A(n)) > {(2n — 2) z+n—3— 8) 24°). 
Ween n—z— nd >n— (+9) 20 folgt 
(8) iz(C(n) — A(n)) > 7 (2n —2)2 — 54m), 


cin) _ 
n n 


A(n) "r Zum [gta —2)2 34m). 





Wählen wir hier z= an (man kann sich überlegen, daß dieser Wert das optimale 
Endergebnis liefert), so haben wir 


C(n) „am „ a P.... 
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außerdem gilt die triviale Abschätzung a. Da am) (n) zo ist und da die 
Funktion 
_ 1 
(£) = mar, 6 +57 ( Ve) ee) 


für & <a der Ungleichung h(£) > h(c&) genügt ?), folgt 


ne) =alt+ ıZzKe). 


Damit ist (2) bewiesen. 


Anmerkung. A. Brauer gewinnt (8) aus 


A2(Cin) — A(n)) 2 As — n) (Cm) — Alm) 2 Z' Dim) > (n — 2)2—5 At). 


In dieser Zeile ist die erste Ungleichung trivial, die zweite kommt auch in dem obigen 
Beweis vor, der Beweis der dritten Ungleichung ist für die bei Brauer in Betracht kommen- 
den Werte von n und z mühevoll und wird bei der obigen Beweisanordnung überflüssig. 
2) Zusatz bei der Korrektur. Man kann dies folgendermaßen einsehen: Das Schaubild der Funktion h(£) be- 


steht aus Teilen einer Geraden und einer Parabel, die an den Stellen &=-+n mit n= Vaya(2—Ya) an- 
einandergefügt sind. Für £ > « gilt wegen des nach oben konvexen Verlaufs der Parabel und des monotonen An- 
stiegs der Geraden entweder h(£) > h(a) oder h(£) > h(n). Wegen 0 <&«<1und A>1 gilt aber 


Rn) = = aVal2— Va) > aVa(2— Yo)(1 (1 Yo)") 
= a2 — Va)’ > 02 (1 + 1 - = #H(«). 
Also ist für & > a stets h(£) > h(«). 





Eingegangen 16. November 1954. 





Unmöglichkeitskernzahlen der kubischen Fermatgleichung 
mit Primfaktoren der Art 3n+1?). 


Von Alexander Aigner in Graz. 





1. Rekapitulation und Vorüberlegung. 


In einer vorangehenden Arbeit!) habe ich „Unmöglichkeitskernzahlen‘‘ angegeben, 
kurz U-Kernzahlen genannt. Das waren quadratfreie, nur aus Primfaktoren der Art 
3n + 2 oder 3n + 1 mit 2 als kubischem Rest bestehende Zahlen m > 0 mit der Eigen- 
schaft, daß 2° + y? = z? in IK (V + m), K(V + 3m) unmöglich ist, und diese Unmöglich- 
keit bei Multiplikation mit beliebigen und beliebig vielen Primfaktoren der Art 3n +1 
mit 2 als kubischem Nichtrest stets erhalten bleibt (auch bei durch 3 teilbarer Klassen- 
zahl). Dabei ist immer m = 1(3) und es treten beim Aufbau der Zahl m aus ihren Faktoren 
Gesichtspunkte zutage, welche sich zeichnerisch durch Graphen veranschaulichen lassen. 
Und zwar kam es auf die Nichtexistenz von Lösungen an; das sind Punktmengen im 
Graphen, zu denen von jedem Punkt aus eine gerade Anzahl von Linien führt. 

Während eine Primzahl der Form 3n + 2 in der Zeichnung einen Punkt darstellt, 
verfügt eine Primzahl der Form 3r + 1 mit 2 als kubischem Rest an sich über drei 
Punkte, von denen nach Wahl zwei in die Zeichnung aufzunehmen sind, wobei überdies 
noch ihre Verbindungslinie willkürlich ist, so daß durch diese Primzahlen größere Mannig- 
faltigkeit und schwerere Übersicht zustandekommt. Und ich habe für diesen Fall auch 
nur am Rande ein einfaches Beispiel gebracht (m = 2 - 31 - 41). Nun will ich tiefer in 
die Struktur solcher U-Kernzahlen eindringen. 

Bezeichnungsweise. Im folgenden bedeute der Buchstabe p (p,, Pa, - - :) stets eine 
Primzahl der Form 3n + 1, für die 2 kubischer Rest ist, und q (9,, 9, -  .) eine Primzahl 
der Form 3n + 2. 

Um nun einen geeigneten Überblick über die Graphen mit p-Punkten zu bekommen, 
stellen wir zunächst zwei Tatsachen fest: 

1. Die Summe zweier Punkte derselben Primzahl p entspricht dem dritten (nicht 
eingezeichneten) Punkt. Im Schema des Graphen kann daher auch mit Lösungen, die 
beide gezeichneten p-Punkte enthalten, als völlig gleichberechtigt gerechnet werden. 


2. Zu einer Lösung des verringerten Systems mit nur einem p-Punkt, die diesen 
enthält, ist die Stellung des anderen p-Punktes an sich völlig gleichgültig; sie kann durch 
Verbinden oder Nichtverbinden der beiden p-Punkte gerade eingerichtet werden, so daß 
also die betreffende Lösung formal auch eine Lösung des Gesamtsystems mit beiden 
p-Punkten ist. 


*) Vorgetragen auf der Spezialtagung für Zahlentheorie, Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, 
3.—8. Januar 1955. 

1) A. Aigner, Die kubische Fermatgleichung in quadratischen Körpern, Journ. f.r. u. a. Math. 195 (1956), 
3—17. 
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Und eine U-Kernzahl liegt dann vor, wenn in allen diesen Fällen der Graph keine 
Lösung hat. Das ist nur bei gerader Punktezahl, also bei gerader g-Punktezahl möglich: 
deshalb ist auch m = 1(3). 

Nebenbemerkung. Würde man etwa alle drei p-Punkte einzeichnen, so gäbe es, weil 
nun eine ungerade Punktezahl vorliegt, immer eine (und nur eine) Lösung. Diese enthält 
dann aber stets alle drei p-Punkte und eine solche ist in der Tat unbrauchbar. Denn sie 
führt zwar (durch Weglassung der p-Punkte) zu einer eventuell nicht leeren Menge, 
welche alle anderen Punkte befriedigt, aber eben — laut Voraussetzung — die p nicht. 
(Zur Summe der drei p-Punkte liegen alle andern gerade; ob nun diese oder eine andere 
Menge mit allen p-Punkten schließlich als Lösung erscheint, hängt von der freiwilligen 
Verbindung der p-Punkte ab.) — Analoges gilt auch beim Einzeichnen von je drei Punkten 
mehrerer Primzahlen. — Wir erfassen also alle Lösungen bei Einzeichnung von nur zwei 
Punkten derselben Primzahl. 


2. Noch einiges über Graphen. 


Nun bringe ich in bezug auf meine Arbeit über Lagebeziehungen in Graphen?) und 
Anwendung dortiger Sätze noch einige auf den hiesigen Zweck gerichtete Resultate. 

Die Graphen haben hinsichtlich der Anzahl aller Lösungen die Typen 0, 1, 3, 7, 
15,..., das sind bezüglich der unabhängigen Lösungen die Typen 0,1,2,3,4,...; wir 
wollen in Hinkunft von letzterer Bezeichnungsweise Gebrauch machen. Es ist die Anzahl 
der unabhängigen Lösungen immer der Anzahl der Punkte mod 2 kongruent. — Bei 
Umänderung einer Linie (wie auch mehrerer von einem Punkte ausgehender Linien) 
entsteht nun stets derselbe oder ein übernächster Typ. Und diese Änderung interessiert 
wegen der freiwilligen Verbindung zweier Punkte derselben Primzahl hier besonders. 

Eine genauere Analyse dieser Umänderung, die als Kombination einer Weglassung 
und einer Anfügung eines Punktes aufgefaßt werden kann, bringt nun das folgende Bild. 
Zunächst gelten die Regeln: 

Zufügen eines Punktes zu allen Lösungen gerade (‚total positiv‘) erhöht den Typ 

um 1. 

Zufügen eines Punktes nicht zu allen Lösungen gerade erniedrigt den Typ um 1. 

Weglassen eines Punktes, der keiner Lösung angehört, erhöht den Typ um 1. 

Weglassen eines Punktes, der einer Lösung angehört, erniedrigt den Typ um 1. 
Daraus ergeben sich dafür, daß der Typ bei Änderung einer Linie gleich bleibt, folgende 
Fälle: 

1) Keiner der beiden betroffenen Punkte gehört einer Lösung an und auch keiner 

einer Lösung des um den anderen Punkt gekürzten Systems. — In diesem Falle 
hat das System ohne die beiden Punkte den um 2 höheren Typ und aus ihm 
kann man sich das Gesamtsystem entstanden denken durch zwei nicht total 
positive, ferner nicht konforme Zufügungen, d.h. solche, die nicht zu denselben 
Lösungen des Grundsystems gerade liegen. 
Nur einer der beiden Punkte gehört einer Lösung an. — Hier hat das Grund- 
system ohne diese Punkte denselben Typ, und das volle entsteht aus ihm entweder 
durch eine total positive und eine nicht total positive oder durch zwei nicht total 
positive, aber konforme Zufügungen. 

3) Beide Punkte gehören einer oder mehr Lösungen an, und zwar jeder solchen 
beide Punkte zugleich. — Da gilt dasselbe wie in Fall 2). 


2) A. Aigner, Einige Sätze über Lagebeziehungen in endlichen Graphen, Journ. f. r. u. a. Math. 195 (1955), 
18—21. 
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Faßt man die Zufügungen nicht simultan, sondern schrittweise auf, also die zweite 
auf das Zwischensystem bezogen, so kann man auch sagen: Fall 1) besteht aus zwei 
nicht total positiven, Fall 2) aus einer total positiven und einer nicht total positiven 
Zufügung in dieser Reihenfolge, Fall 3) in umgekehrter Reihenfolge. 

In den anderen denkbaren Fällen bewirkt die Änderung der Linie auch eine Ände- 
rung des Typus. 

Sodann einiges über das Verhalten der Lösungen bei Summation von Graphen bzw. 
bei Zerlegung in zusammenhängende Einzelteile. Sogleich ersieht man: Die unabhängigen 
Lösungen eines nicht zusammenhängenden Graphen sind die seiner zusammenhängenden 
Bestandteile. Speziell hat also die Summe von lauter Graphen vom Typ 0 wieder diesen 
Typ. Werden ferner zwei solche getrennte Graphen irgendwie durch eine einzige Linie 
(Brücke) verbunden, so hat der so entstandene Graph wieder keine Lösung. 

Beweis. Seien G, und G, zwei getrennte Graphen, die Punkte ?P, und P, die Brücken- 
köpfe und ferner $, + 5, eine Lösung des zusammengesetzten Systems, wobei S, Teil 
von G, und S, Teil von G, ist. Alle andren Punkte außer P, und P, liegen sicher zu $, 
und 5, gerade. Nun gibt es zwei Fälle. 1. Fall: $, enthält ?, nicht. Dann liegt P, zu S, 
gerade, daher, weil zu $, + S,, auch zu S,. Also wäre 5, eine Lösung von G,, gegen die 
Voraussetzung. — 2. Fall: $, enthält P,. Da 5, den Punkt P, nicht als einzigen Knoten- 
punkt ungeraden Grades enthalten kann, so liegt auch P, zu S, gerade, d.h. $, wäre 
eine Lösung von G,, gegen die Voraussetzung. 

Danach fügen sich auch mehrere lösungslose Graphen nach dem Schema einer 
offenen Kette wieder zu einem solchen zusammen. Noch allgemeiner ist jeder Baum 
(kreisloser Graph) von lösungslosen Graphen wieder vom Typ 0. 

Obiges Schema bleibt auch bei Ersatz eines der beiden Punkte P, oder P, durch 
den dritten, ihrer Summe entsprechenden Punkt P, stets ohne Lösung. Denn durch 
Weglassen etwa von P, entsteht im ganzen eine — innerhalb von G, liegende — Lösung. 
Diese verschwindet aber wieder bei Anfügen des bezüglich G, und P, äquivalenten 
Punktes P,, unabhängig davon, ob man ?, noch mit P, verbindet oder nicht. 


3. Die Struktur der Unmöglichkeits-Kernzahlen. 


Damit lassen sich schon mannigfache lösungslose Systeme mit p-Punkten, also 
U-Kernzahlen mit Primfaktoren der Art 3n + 1, 2 kubischer Rest, konstruieren. Dazu 
braucht man nur jeden p-Punkt in einen getrennten Graphen vom Typ 0 einzuordnen, 
welches Schema somit auch ohne Lösung bleibt, wenn man als Brücken die p-Punkte 
derselben Primzahl miteinander verbindet. Das einfachste derartige Schema wäre etwa 
eine oder mehrere solcher Ketten 


Pı Pa 


an deren Enden g-Primzahlen stehen. Daraus sieht man auch sogleich, daß es U-Kernzahlen 
mit einer beliebigen Anzahl von p-Faktoren und beliebig gerader positiver Anzahl von q- 
Faktoren gibt. (Ein allfälliger g-Überschuß kann in einen lösungslosen Graphen zusammen- 
gefaßt werden.) Hingegen gibt es kein solches Schema mit p-Punkten allein (siehe unten). 

Überhaupt hängt viel vom Teilsystem der g-Faktoren und seinem Lösungstyp ab. 
Dies System heiße etwa Q,,, wo der Index den Typ andeute. Sogleich findet man: Ist 
k> A,, die Anzahl der p-Faktoren, so sind stets Lösungen vorhanden, also liegt keine 
U-Kernzahl vor. Denn jeder zugefügte p-Punkt kann den Typ höchstens um 1 herabsetzen. 


Journal für Mathematik. Bd. 195. Heft 3/4. 23 
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Interessanterweise gibt es aber auch bei k = 0 (und A, > 0) immer Lösungen. Denn 
füge ich zunächst einen p-Punkt zu Q,, so entsteht genau eine Lösung, die den p-Punkt 
enthält. Nun kann ich aber den zweiten p-Punkt durch Verbinden oder Nichtverbinden 
der beiden p-Punkte zur eben entstandenen Lösung ungerade einfügen, so daß sie wieder 
verschwindet und der Typ 0 entsteht. So mit weiteren p fortfahrend, läßt sich der lösungs- 
lose Zustand bis zum vorletzten Schritt erhalten, worauf dann beim letzten eine brauchbare 
Lösung entsteht. 

Ein Spezialfall davon, in dem sich ebenso verfahren läßt, ist, daß gar keine q vor- 
handen sind und nur p allein. Damit gilt der Satz: 

Ein Produkt aus lauter Primzahlen der Art 3n + 1 mit 2 als kubischem Rest ist keine 
U-Kernzahl; für diese Werte bleibt eine entsprechende kubische Fermatgleichung im Prinzip 
möglich. 

So ist denn auch 2? + y? = z? in K(Y1333) lösbar; 1333 = 31 - 43. — Natürlich 
fallen auch die genannte Primzahlen selbst darunter. 

Das eben geschilderte Verfahren läßt sich auch auf jede U-Kernzahl (nicht nur aus 
q-Faktoren bestehend) als Ausgangspunkt anwenden. Somit ergibt sich der eigenartige Satz: 


Eine U-Kernzahl liefert mit einer oder mehreren Primzahlen der Art3n + 1,2 kubischer 
Rest, multipliziert nie wieder eine U-Kernzahl. 

So ist z.B. das 10-fache einer solchen Primzahl nie U-Kernzahl und in der Tat 
wird die Gleichung lösbar für m = 310, — 430, 2230, 2770, 7- 2830. 

Aus dem Satz geht rein logisch hervor, daß auch eine U-Kernzahl durch eine Prim- 
zahl dieser Art geteilt nie wieder eine U-Kernzahl ergibt. 

Somit erkennen wir die Tatsache, daß nur aus einer Zahl, deren Graph stets genau 
zwei unabhängige Lösungen hat, durch Multiplikation mit einer p-Primzahl eine U-Kern- 
zahl hervorgehen kann. Und zwar so, daß die beiden p-Punkte nicht total positiv und 
nicht konform (nach Fall 1) in Kapitel 2) angefügt werden. Das bedeutet auch: Von den 
insgesamt drei p-Punkten liegt jeder zu einer der insgesamt drei Lösungen gerade, und 
zwar jeder zu einer andern, nach Art einer Paarung. 

Und wie muß nun diese Zahl mit dem Graphentyp 2, falls sie selbst noch einen 
p-Faktor besitzt, weiterhin beschaffen sein? Aus welchen Typen müßte sie ihrerseits 
durch Multiplikation mit p entstehen ? Ihr Graph muß jedenfalls so aussehen, daß er 
auch bei Änderung der Linie zwischen den p-Punkten invariant vom Typ 2 ist. Und dafür 
gibt es nach Kapitel 2 nur zwei Möglichkeiten. 

4) Entweder ist die Zahl aus einer vom Typ 4 hervorgegangen, und zwar durch 
zwei nicht total positive, nicht konforme Anfügungen, nach dem dortigen Fall 1). — Wir 
wollen diese Art der Zufügung kurz als den Operator 5 bezeichnen. 

2) Oder ist sie aus einer Zahl vom selben Typ 2 hervorgegangen, und zwar durch 
eine total positive und eine andere Anfügung oder durch zwei konforme andere, nach dem 
dortigen Fall 2), 3). Diese beiden Zufügungsarten sind ohnehin äquivalent; denn hier 
liegen von den insgesamt drei p-Punkten einer total positiv und zwei anders aber konform 
zu den drei Lösungen. — Diese Anfügung sei der Operator 7 genannt. 


Und wenn wir den Vorgang noch weiter zurück verfolgen, so kommen wir immer 
auf diese beiden Operatoren. (Also z. B. Typ 4 durch 5 aus Typ 6.) — Der dritte an sich 
mögliche Operator, die total positive Anfügung beider p-Punkte, kann umgangen werden. 
Denn zunächst ist (nach obigem Satz) weder das Ausgangssystem, noch ein Zwischen- 
resultat vom Typ 0. Zu den also noch vorhandenen Lösungen können aber nicht alle 
ausständigen p total positiv stehen, weil ja sonst diese Lösungen endgültig verblieben. 
Mindestens ein p-Faktor muß also mit $S oder 7 anschließen. 
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Somit läßt sich mit Hilfe der Operatoren $ und 7, ausgehend von einem System 
(Q,: jede U-Kernzahl darstellen. Q, bleibt stets allein; sonst folgt eine beliebige Reihe 
von S und 7 (oder nur $), welche k-mal $ enthält (weil $ den Typ um 2 herabsetzt und 7 
ihn beläßt) und stets mit S schließt, z. B.Q,TTSTS. Und wie man am besten aus Ketten- 
formen sieht, liefert auch jede solche Darstellung U-Kernzahlen, wenn auch nicht immer 
nur solche. (Dies gilt bei Formen ohne 7.) Mitunter hat, obgleich an sich ST + T'S$ ist, 
ein Schema mehrere Darstellungen, natürlich dann mit gleicher Anzahl von $ und 7. 
So kann z. B. das Zweikettenschema 


9ı Pı Pı Pı Pa Ga Q3 Ps Ps Ga 


in der Form Q,S5TS oder Q,TSS erhalten werden. (Je nachdem man zuerst p, anfügt 
oder nicht.) 


Abschließend sei noch bemerkt, daß jeder Graph auch an Primzahlkombinationen 
verwirklicht wird, sogar an unendlich vielen. So ist z. B. 11- 41- 31- 43 eine Unmöglich- 
keitskernzahl nach dem Schema 0,75 und 2- 41- 53- 83- 31- 43 eine solche nach Q,8$. 
Ihre Strukturformeln haben, durch geeignete Auswahl der p-Punkte auf die Mindestzahl 
von Linien gebracht, das Aussehen: 





11 31 41 43 43 —— 31 (Kette) 


bzw. 





Eingegangen 29. November 1964. 





Über zahlentheoretische Funktionen *). 


Von Hans-Joachim Kanold in Gießen. 





Wir betrachten in dieser Arbeit zahlentheoretische Funktionen, bei denen der 
Wertevorrat, evtl. bis auf eine endliche Menge von Ausnahmen, eine Untermenge der 
Menge ®% aller natürlichen Zahlen ist. Mit anderen Worten: Ist n eine beliebige, hin- 
reichend große natürliche Zahl, f(n) eine zahlentheoretische Funktion, so soll auch f(n) 
eine natürliche Zahl sein. Den Wertevorrat, d. h. genauer, die Menge aller f(r), die natür- 
liche Zahlen sind, wollen wir mit % bezeichnen. Bezeichnen wir ferner die Anzahl der 
(verschiedenen) f(n)e %, f{n) <N mit F(N), so definieren wir wie üblich 

a) im EN _ He(g) bzw. im FM _ peig) 

no N Pa | an 
und nennen diese Grenzwerte die obere bzw. untere asymptotische Dichte der Menge $. 
Sind diese beiden Grenzwerte gleich, existiert also 


(2) lim HN _ De), 


No 
so nennen wir diesen Grenzwert die natürliche Dichte von %. 

Außer den Mengen % betrachten wir noch weitere Untermengen von N, die wir so 
erklären: Es sei immer mit s eine beliebig wählbare, aber dann festgehaltene natürliche 
Zahl bezeichnet, die insbesondere von der Veränderlichen n nicht abhängt. Wir betrachten 
die Mengen N,<N, die genau aus allen den n bestehen, für die die folgende Bedingung 
gilt: 

(3) Zu jedem ne N, gibt es mindestens s paarweise und von n verschiedene Zahlen 
N, ++ ., Ns, So daß die Gleichungen f(n) = f(n,) füro =1,...,s erfüllt sind. 

Die Anzahl derne R,,n S N bezeichnen wir mit N,(N) und erklären entsprechend 
zu (1) und (2) 

«(N) 


(4) im Ay = Dr). 
Diese abgekürzte Schreibweise soll bedeuten: Es stehen links und rechts die oberen 
Querstriche bzw. die unteren bzw. gar keine. 

Im folgenden werden wir die Mengen % und R, näher untersuchen. Wir denken uns 


dabei die Primfaktorenzerlegung einer natürlichen Zahl n immer in der Gestalt 


k 
(5) n=J]JIp% mit pn <p<'''<p 


„=1 
geschrieben. Die Anzahl k der verschiedenen Primteiler von n bezeichnen wir auch mit 
V(n), den größten quadratischen Teiler von n mit Q?(n). 


*) Vorgetragen auf der Spezialtagung für Zahlentheorie im Mathematischen Forschungsinstitut Ober- 
wolfach, 3.—8. Januar 1955. 
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$ 1. Allgemeinere Sätze über die Mengen $. 
Wir beweisen zuerst den einfachen 
Satz 1. Aus lim m) = o folgt D*(%) = 0. 


n>x»o 
Beweis. Die Voraussetzung besagt, daß zu jeder positiven, reellen Zahl y eine 


natürliche Zahl N = N(y) existiert, so daß 
(6) f{n)>yn fürnzN 


gilt. Daraus folgt 
(7) F(yn)<n fürn2N, 


d.h. für alle natürlichen Zahlen m > yN ist F(m) s 2 also 


(8) im Hm) _ De) < 4. 


m—>@ 


Da wir aber y beliebig groß wählen können, ergibt sich aus (8) sogleich die Behauptung 
von Satz 1. 

Wir fordern im nächsten Satz von f(n) die Distributivität. 

Satz 2. Die Funktion f(n) erfülle die Bedingungen: 

a) Aus (n,,n,) = 1 folgt f(nın,) = f(n,) /(n,). 

b) Es existiere eine feste natürliche Zahl a> 1 so, daß a|f(p) für alle Primzahlen p 
güt, die eine gegebene Konstante K übertreffen. 

c) Es sei jim [) — 0. 


no 


Dann ist D*(%) = 0. 


Beweis. Es sei lim An) _ 1>0. Dann ist 


no 


(9) 5. d.h. fn)>n für alle n > N,.. 


Wir spalten nun die Menge N aller natürlichen Zahlen n in zwei elementefremde 
Untermengen N”, N® auf, die wir so erklären: N® enthalte genau alle n, bei denen in 
der Zerlegung (5) mindestens 5 Primzahlen, die X übertreffen, in der ersten Potenz auf- 
treten. Dabei ist S eine beliebig wählbare, dann festgehaltene natürliche Zahl. N® ist 
die Komplementärmenge von N®. Wir ordnen jedem ne N® den Wert f(n) zu und 
bezeichnen die Menge aller dieser f(n) mit %, (i = 1, 2). Aus (9) ergibt sich 

(10) Da sTDm) di=1,2. 

Ferner ist 

(1) D*() < D*(8,) + D*(8n). 

Da %, nur Zahlen enthält, die wegen der Bedingung b) unseres Satzes durch «a® 
teilbar sind, folgt sofort 
1 1 


(12) | De)sGSz- 


Nach einem bereits an anderer Stelle bewiesenen Satz!) ist D*(N®) = 0. Aus (10) 
und (11) erhalten wir also 
= 1 
(13) D* (5) s 35- 


ı) H.J. Kanold, Über die Dichten der Mengen der vollkommenen und der befreundeten Zahlen. Math. Z. 61, 
180—185 (1954), insbesondere Satz 2. 
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Weil wir durch passende Wahl von $ die rechte Seite von (13) beliebig klein machen 
können, folgt somit die Behauptung von Satz 2. Durch eine leichte Abänderung der 
Voraussetzungen erhalten wir 

Satz 3. Die Funktion f(n) erfülle die Bedingungen: 

a) Aus (nn) =1 folgt f({nın,) = f(n,) f(n,). 

b) Es existiere eine feste natürliche Zahl a > 1 so, daß a | f(p*) gilt für jede natürliche 
Zahl & und jede Primzahl p>K. 

c) Es sei lim ——— 

log log n 
Dann ist D*(%) = 0. 

Beweis. Wir spalten wieder N in zwei Untermengen N und N® auf. N enthalte 
alle n, bei denen in (5) 

(14) k=V(n)za(K)+S5 
gilt. Dabei bedeutet x(K), wie üblich, die Anzahl der Primzahlen, die X nicht übertreffen. 
N®) ist wieder die Komplementärmenge von R®. Es gelten auch hier die Abschätzungen 
(14) und (12). Nach bekannten Ergebnissen?) ist die Anzahl A,(N) der neR®,n<N 

g 
An ‚ wobei zur Abkürzung z(K) + $— 1 = $’ geschrieben ist. 
Aus der Bedingung c) folgt 


kleiner als 





fin) _ i in 
(18) Aa Yekkemnaln In)> 2 log log n 


log log n 


fürn >N,. 
B..: SE 


Ist jetzt N>N,, so ist die Anzahl der f(n) S--———., neN®® kleiner als 


2 loglog N’ 
N (log log N)® 
log N 


(16) 


. Setzen wir 


=m, 


ı N 
2 loglog N 
so ist die Anzahl F,(m) der f(n) <m, ne N® kleiner als m — = o(m). 


2 (loglog N)F+! 





I log N 
Das bedeutet aber 


(17) D*(3,) = 0. 
Daraus folgt (13) und somit der vollständige Beweis von Satz 3. 


$ 2. Allgemeinere Sätze über die Mengen R,. 
Wir beginnen mit dem einfachen 
Satz 4. Aus lim pe — 0 folgt DIR) =1. 


Beweis. ‚besagt, 'daß zu jedem e>0 eine natürliche Zahl 
N, = N,(e) existiert, so daß 

(18) f{n)<en fürn>N, 
gilt. Daraus folgt für die Komplementärmenge $, von W, 

(19) Dra)<e. 


») E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, Leipzig u. Berlin 1909, S. 2091f. 
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Weil wir e beliebig klein wählen können, folgt 
(20) D*(8) = D*(R) = 0. 
Damit ist aber 
(21) D’(N)- 1 
als richtig erkannt. 
Satz 5. Genügt f({n) den Bedingungen D*(%) = 0 und Z De =(0(N), so ist 
nsN 
DN)=1. 


Beweis. Es sei 8, die Komplementärmenge von W,. Wir müssen zeigen, daß 
D*(8,) = Ogilt. Zu jedem n € 8, existieren höchstens s — 1 Zahlen n,,... ., n,_, derart, daß 


(22) In) = fin) == f(n,_,) 

erfüllt ist. Wir spalten 8, in zwei elementefremde Teilmengen RK, $9 auf. Es sei 
(23) f{n) < Kn für alle ne A®, 

wobei K eine vorgegebene natürliche Zahl sein soll. Es sei 
(24) f{n) > Kn für alle ne &@. 


Die Anzahl der ne&®,n<N ist höchstens gleich dem s-fachen der Anzahl der 
fin) <KN,ne K&®. Wir haben somit 


(25) D*(80) < KsD*($,), 

wenn wir mit %, die Menge der f(n), n € #® bezeichnen. 
Wegen D*(%,) Ss D*(%) — D*(%) = 0 folgt daraus 
(26) D*(K®) = 0. 


Bezeichnen wir nun mit A,(N) die Anzahl der ne &®, n< N, so erhalten wir nach (24) 


(27) KA,(N)< Z Ber <CN, 


nsN 
wobei C eine feste Konstante bedeutet. Daraus ergibt sich 


Au „€ 


(28) N <K 


Wählen wir speziell X > rn C,ce>0, so ist 
(29) D*(P) Se, 
also, weil &> 0 beliebig klein sein kann, auch 
(30) D*(g9) = 0. 
Aus (26) und (30) folgt ,D*(8,) = 0 und somit der vollständige Beweis von Satz 5. 


$ 3. Anwendungen auf spezielle Funktionen. 


Wir wollen die Sätze der vorangehenden Paragraphen auf einige der wichtigsten 
zahlentheoretischen Funktionen anwenden und betrachten zunächst die Teilerfunktionen 


(31) Hln=EE (r=0,12...). 


dIn 
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Diese sind distributiv. Bekanntlich liefert r = 0 die Anzahl der Teiler 
(32) o,(n) = r(n) = 1 


d|n 
und r=1 die Summe der Teiler 
(33) o,(n) = o(n) - 


Für r>1 ist o,(n) Zn’, d.h. lim u ©. Nach Satz 1 ist also D*(%) = 0. 
u ) o{n) 


Fürr=1 ist >41, also lim —— 
n>o 


Nach Satz 2 ist PARK; auch hier =(. Aus 


> 0. Ferner ist 2|o(p)=1+p fürp>2. 


a 3 zur # TR AC DES 
n J 


n nsNnäln d - 


und Satz 5 folgt auch D*(N,) = 1. 


Für r = 0 folgt r(p®) = a + 1. Hierin kann «& jeden der Werte 0, 1,... annehmen, 
& + 1 also jede natürliche Zahl sein. Das bedeutet aber D*(%) = 1. Nach einem bekannten 


Satz?) ist 
„— logr(n) 
4 un logn 
loglogn 


= (0. Damit folgt nach Satz 4 sogleich auch D*+(N,) = 1. 


= log 2, 


also lim in) 


no» 


Für die Anzahl x(n) aller Primzahlen, die rn nicht übertreffen, ist sofort klar, daß 
D*(5) =1 sein muß. Aus dem Primzahlsatz folgt sogleich lim = 
nach Satz 4 ebenfalls D*(N,) = 1. ae 

Zum Schluß betrachten wir die Eulersche g-Funktion. Diese ist distributiv. Ferner 
gilt *) 

(36) lim nut = e"0>0; 


=( und damit 


no 


Toglogn 
dabei ist C die Eulersche Konstante. Weiterhin ist 
(37) 2 | pp) = (p— 1) pr für «>0,p>2. 
Nach Satz 3 ist sofort zu sehen, daß ‚D*(%)=0 sein muß. Weil 2a; < also 


> 2. = O(N) gilt, liefert Satz 5 unmittelbar D*(N,) = 1. 
nsN 


$ 4. Verallgemeinerungen bekannter Fragestellungen. 


Wir betrachten die folgende Fragestellung, die einige seit langer Zeit in der Zahlen- 
theorie gestellte Probleme umfaßt). 


®) Vgl. a.2.0.?), S. 220. 
“ Vgl. a.a. 0.2), S. 216/17. 
5) L. E. Dickson, Amicable number triples. Bull. Amer. Math. Soc. (2), 19 (1912), 285—86. 
T. E. Mason, On amicable numbers and their generalizations. Bull. Amer. Math. Soc. (2) 27 (1920), 306. 
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Es sei f({n) eine zahlentheoretische Funktion. Wir betrachten das System von 
Gleichungen 
(*) In) =fn)= "= f(n); 


t 
bit, Mm) = Zurn,. 


Dabei seien die u, ganze oder natürliche oder auch nur rationale Zahlen, die entweder 
vorgegeben sind oder gewissen einschränkenden Bedingungen unterworfen werden. 
Gefragt ist nach den Systemen von je ? natürlichen Zahlen n,, die (*) und (**) befriedigen. 
Wir sehen sofort: Ist für die Funktion f(n) die Aussage D* (N:-ı) > 0 gültig, so ist (*) 
für unendlich viele Systeme n,,...,n., erfüllt. D*(N.-,) = 1 besagt, daß ‚fast alle‘ 
natürlichen Zahlen zu mindestens einem Lösungssystem von (*) gehören. Dabei bedeutet 
„fast alle‘, wie üblich, „alle, bis auf eine Menge mit der natürlichen Dichte Null“. 

Wir betrachten jetzt kurz noch zwei Sonderfälle. 

I. t=1. Dann reduzieren sich (*) und (**) auf 


(38) f{n) = un. 


Ist hierin f(n) = o(n) und u>1 eine natürliche Zahl, so sind die Lösungen von 
(38) die vollkommenen und mehrfach vollkommenen Zahlen. An anderer Stelle®) wurde 
gezeigt, daß die Menge dieser Zahlen die natürliche Dichte Null besitzt. Dieses Ergebnis 
werden wir in dem folgenden Paragraphen verallgemeinern. 

Il. t=2. Die Bedingungsgleichungen (*) und (**) nehmen jetzt die folgende 
Gestalt an: 


(39) n,) = f{n,); 
(40) f{n,) = un, + ugne. 


Setzen wir hierin wieder f{r) = o(n) und außerdem u, =w,=1, so sind die 
Lösungen von (39) und (40) die befreundeten Zahlenpaare. Wie früher bewiesen wurde’), 
besitzt die Menge dieser Zahlen eine obere asymptotische Dichte, die unterhalb von 0,204 
liegt. Wir werden den Fall i = 2 in $ 6 näher untersuchen. 


$5. Der Falls =1. 
Wir befassen uns jetzt etwas genauer mit der Diskussion von (38). Für u wollen 


wir rationale Zahlen zulassen. Es sei also u = . Wir schreiben dann statt (38) 
(41) wf(n) = vn 


und sehen sofort, daß wir uns auf »w>(0 und v»>0 sowie (v,w)=1 beschränken 
dürfen. Eine erste Aussage gibt 


Satz 6. Es seien v und w vorgegebene natürliche Zahlen. Die Funktion f(n) 
erfülle die Bedingungen a) und b) aus Satz 2. Bezeichnen wir mit & die Menge aller 
Lösungen n von (41), sö ist D*(2) = 0. 

Beweis. Nach einem früheren Satz®) brauchen wir nur solche n zu betrachten, für 
die a%* | f({n) gilt, wobei h eine beliebig große, vorgegebene Schranke bedeutet. Wählen 


°) H. J. Kanold, Über mehrfach vollkommene Zahlen. Journ. f. reine u. angew. Math. 194 (1955), 218— 220, 
Satz 2. 
?) A.a. O.!), insbesondere Satz 4. 
°) A.2a.0.!). 
Journal für Mathematik. Bd. 195. Heft 3/4. 
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wir h so groß, daß a* > v ist, so folgt a |n. ie Dichte aller dieser n ist aber nicht größer 
als a sie kann also durch passende Wahl von h beliebig klein gemacht werden. Damit 


ist Satz 6 bewiesen. Betrachten wir nun die Gleichung 
(42) w(n) f({n) = v(n)n, 
d.h. lassen wir u= > von n abhängen, so sehen wir aus dem Beweis von Satz 6, daß die 


Menge aller Lösungen von (42) auch die Dichte Null besitzt, wenn nur v(n). beschränkt 
bleibt; ja sogar auch dann noch, wenn wenigstens eine feste natürliche Zahl $ so existiert, 
daß a° + v(n) für alle n gilt. 


Eine weitere Verschärfung ergibt 
Satz 7. In (42) seien die w(n) nach oben beschränkt; ferner sei außer den Voraus- 
setzungen a) und b) aus Satz 2 noch erfüllt: = = (0(N). Dann ist D*(R) = 0. 
2 


Beweis. Die Voraussetzung er In) en = he besagt: Es existiert eine Konstante C 


so, daß für alle N gilt 3 In) (m <CN. Es sei $S nun eine vorgegebene Schranke. Aus 
nsN 


m _ En <s S folgt v(n) Ss ER d.h. v(n) bleibt beschränkt. Nach den obigen Über- 
legungen können wir die Menge dieser n vernachlässigen. Wir betrachten also von nun 
an nur diejenigen n, für die An De, S ist. Es sei deren Anzahl unterhalb N + 1 gleich- 
A(N). Wir erhalten dann 


(43) san) < z [) = 


nsN 


Aus (43) ergibt sich 
(44) 
Durch passende Wahl von $ läßt sich die rechte Seite beliebig klein machen. Daraus folgt 


die Richtigkeit von Satz 7. 


Satz 8. f({n) habe die Eigenschaften a) und b) aus Satz 2. Ferner sei f(pz) < (p5) für 
je zwei Primzahlen p, < p; und jede natürliche Zahl «. Dann gilt: Fast allen — die wir uns 
in der Zerlegung (5) geschrieben denken — besitzen die Eigenschaft, daß f(n) nur Primteiler 


hat, die 2 f(px) nicht übertreffen. 


Beweis. Wir zeigen, daß die Komplementärmenge die Dichte Null besitzt. Es sei n 
ein Element der Komplementärmenge, das wir uns mit der Zerlegung (5) dargestellt 
denken. Dann existiert eine Primzahl g derart, daß q den folgenden beiden Bedingungen 


genügt: 
1 
(45) >3Z pr); 
(46) q |f(p%*) für mindestens ein x aus 1,...,k. 


Wir können annehmen), daß p, größer als eine beliebig vorgegebene Schranke ist. Wegen 


Ipı) < flpa) << f(pı) können wir weiterhin annehmen, daß auch n f(pı) sehr groß, 


?) A.a.0.}). 
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und nach (45), daß auch g sehr groß ist. Bezeichnen wir mit g, <q, <  : : die Folge aller, 
der Größe nach geordneten Primzahlen, so soll q die Ungleichungen 


(47) q9>a; ga> fs) mt «SS 


sämtlich erfüllen. Dabei sei $ eine beliebig vorgegebene Schranke und g,., S S < 9,1: 
Ist in (46) der Exponent «a, gleich 1, so erhalten wir aus 


(48) Ko) > Hp) > ag > a— fm) 


sogleich einen Widerspruch. 
Ist in (46) der Exponent x, größer als 1, so liefert dies nach (47) 


(49) Kr) 24> Mh)- 
Wir schätzen nun den größten quadratischen Teiler von n ab. 
Aus p,> Qua folgt Q’ln) 2 p,> 5°. Aus p, <g,m folgt Q*(n) > 2°. 


Wir brauchen also nur noch zu zeigen, daß eine Menge natürlicher Zahlen, bei der jedes 
Element einen quadratischen Teiler besitzt, der größer als eine beliebig vorgegebene 


Schranke d? ist, eine obere asymptotische Dichte hat, die kleiner als 5 ist. Das folgt 


aber aus einem früheren Satz!°). Danach ist diese Dichte höchstens gleich 


6 #1 6 


mu md 


Hiermit ist der Beweis von Satz 8 beendet. 

Wir wollen jetzt noch die Sätze dieses Paragraphen auf die in $3 angeführten 
Funktionen anwenden. Wir sehen sofort, daß die Funktionen p(r) und o,(n) (r = 0,1,2,...) 
die Bedingungen a) und b) aus Satz 2 erfüllen. Also gilt für alle diese Funktiorien der 
Satz 6. Dieser gilt natürlich auch für z(n). Denn die Gleichung 


(50) wr(n) = vn 


hat nach dem Primzahlsatz bei vorgegebenen v und w nur endlich viele Lösungen. Die 
zusätzliche Bedingung von Satz 7 erfüllen die Funktionen r(n), o(n), p(n). Also gilt 
für sie der Satz 7. Wiederum folgt aus dem Primzahlsatz, daß dies auch der Fall ist für 
z(n). Die Funktionen (rn) und o,(n) (r> 0) erfüllen die Bedingungen von Satz 8. Da- 


gegen sieht man leicht ein, daß für r(n) der Satz 8 nicht gilt, denn es ist z t(pı) = . 2=1. 


8 6. Der Falls =2. 


Wir untersuchen nun die Gleichungen (39) und (40) etwas eingehender. Da 
n=n;,=n auf den Fall it = 1 führt, können wir annehmen 


(51) N, <Ne- 
Sind u,, u, gegebene rationale Zahlen, so ergeben (39) und (40) 
(52) Un, = f{n,) — un; Un, = f{n) — Uurn.: 
9. Kanold, Über die Dichte von gewissen Zahlenmengen. Journ. f. reine u. angew. Math. 198 


(1964), 250262, Hilfssatz 1. 
24* 
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Bei gegebenem n, und u, # 0 ist also n, eindeutig bestimmt; bei gegebenem n, 
und u, =+ Oist n, eindeutig bestimmt. u, = 0 ergibt die Bedingungen f(n,) = f(n,) = u,n,; 
u,=0 ergibt f(n,) = f{n,) = usn,. Davon besagt f(n,) = f(n,), daß die Lösungen 
Elemente der Menge N, sind. Die Bedingung f(n;) = u;n, für i= 1 bzw. i= 2 haben 
wir bereits in $ 5 behandelt. Wir setzen daher von jetzt an voraus 

(53) uU, #0. 
Bezeichnen wir mit & die Menge aller Lösungen von (39) und (40), mit 2, die Untermenge 
aller n,, mit 2, die Untermenge aller n,, so folgt aus (51), (52) und (53) 

(54) D*(2) < D*(8,) + D*(2,) <2D*(8,). 


Wenn wir D*(2,) nach oben abschätzen wollen, können wir eine Untermenge von $, 
der asymptotischen Dichte Null vernachlässigen. Wir brauchen also nur solche n, zu 
betrachten, für die V (n,) oberhalb einer vorgegebenen Schranke liegt, und die wenigstens 
25 Primzahlen > K in genau der ersten Potenz enthalten'!). Genügt f(n) den Bedin- 
gungen a) und b) aus Satz 2, so gilt also für die Zahlen n, 


(55) a’° |f(n,). 
Daraus folgt aber sogleich nach (52) 
(56) un, + usn, = 0 mod a?°. 
Sind u,, u, zwei vorgegebene ganze Zahlen, die (53) erfüllen, so können wir 5 so groß 


wählen, daß a°> u, wird für i=1,2. Ferner können wir annehmen, daß u,n, und 
usn, die Zahl a in der gleichen Potenz enthalten. Denn sei z. B. 


(57) alun; at'yun; ar|un; art'ymn; E<n. 
Dann folgt aus (56) 

(58) n>25; £=2S. 
Das führt zu a® |n, für i= 1,2. Die Dichte aller durch a° teilbaren Zahlen ist aber 14 
d.h. bei passend gewähltem $ beliebig klein. Wir beweisen nun den folgenden 

Satz 9. Die Menge ®%' bestehe aus allen natürlichen Zahlen n, bei denen k = V(n) 
eine feste Schranke S nicht überschreitet und bei denen außerdem 2 &%>i1 ist bei der 


„—1 
Zerlegung (5). Es sei u eine gegebene natürliche Zahl. Wir ordnen jedem ne ®’ eine Zahl 
m = f{n) — un zu. Für die Menge M der „zugehörigen‘‘ m ist dann D*(M) = 0, wenn 


f{n) die Bedingung f(n)Zn- Br für allene®' erfüllt. 


1 
Beweis. Wir spalten die Menge N’ in 5 Teilmengen auf: N; enthält genau die n e X 
nt == =, =1;,>1(i=1,...,8). Die „zugehörigen‘ Mengen der m 
bezeichnen wir mit M,. Wir greifen jetzt ein bestimmtes N; heraus. Jedem n e R; ordnen 


wir eineindeutig eine Zahl n’ = = zu. Es ist 
i 


(59) „= *PıPın<m. 
PıP Pi 


Daraus folgt für die Menge N;’ dieser n’ 
(60) D*(M,) < DR’). 
u) A.a.0.), 
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Nach früheren Ergebnissen?) ist D* (N) = 0. Also ist auch 


be s_ 
(61) DM) <zDIM)=0. 


i=1 
Eine Ergänzung zu Satz 9 liefert der 


Satz 10. Die Menge ®W' bestehe aus allen natürlichen Zahlen n= p,Ps‘‘' Pr, 
p<''"<Ppuk=V(n)s S. Außerdem sollen alle p, eine feste Schranke T nicht über- 
schreiten. u, f{n), m, M seien definiert und erfüllen die gleichen Bedingungen wie in Satz 9. 
Dann ist ebenfalls D*(M) = 0. 


Beweis. Wir ordnen jedem ne W’ die Zahl n’ = 2 zu. Diese Zuordnung ist ein- 


1 
deutig, aber nicht mehr eineindeutig. Die Anzahl der Primzahlen, die 7 nicht über- 
schreiten, ist z(7) = T’. Zu jedem n’= p,p3 ‘:*p« können höchstens 7’ Zahlen n 
gehören. Aus n’ < m ergibt sich somit 


(62) D*(M) < T’D*(N”), 


wobei N’’ die Menge aller n’ sei. Da, wie beim Beweis von Satz 9, D(N’) = 0 ist, folgt 
aus (62) sofort die Behauptung von Satz 10. 

Wir vervollständigen jetzt die Sätze 9 und 10, indem wir uns von der einschränken- 
den Voraussetzung k = V (n) < $ befreien. Es sei also von nun an für alle n einer Menge W’ 


(63) k= V(n)> $ (hinreichend groß) 


angenommen. Stets erfülle /(n) die Bedingung aus Satz 9. Dann beweisen wir 


8 k 
Satz 11. Gelien für allen e W’ die Ungleichungen (63) und maxa,„>1; max a,„>1, 
nl »„=S+1 
12 


so ist D* (M) < mlogS . 
Beweis. Wir spalten N’ wie im Beweis von Satz 9 in die gleichen 5 Teilmengen NR; 
auf. Es gilt auch hier die Abschätzung (60). Für N;’ ist jetzt aber 


ale P5+171 
(64) Pissin 2: 2 


erfüllt. Also erhalten wir 


(65) 


i=1 


wobei g9,, wieder die ($ + 1)-te Primzahl (der Größe nach geordnet) sein soll. Für 
genügend große S ist nun nach dem Primzahlsatz bestimmt immer 


Ss 
(66) 94 —1>710gS. 


Das ergibt mit (65) die Behauptung von Satz 11. 
Eine Erweiterung von Satz 10 ist 
Satz 12. Gilt für alle ne ®' die Bedingung pı ST, so ist D*(M) S T'TD*(W). 
Beweis. Wie beim Beweis von Satz 10 gilt auch jetzt die Abschätzung (62). Wegen 
der Voraussetzung p, S T ist ferner 


(67) D*(R") < TD*(W). 


1) A.a.0.!). 
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Somit erhalten wir 
(68) D*(M) < TTD*(NW). 


Ist für alle Elemente von N’ auch noch die Abschätzung 


k 
(69) max >41 
»=S+1 


gültig, so folgt aus (62) sogleich 
‚24 
2 SlogS’ 
wobei wir ähnlich wie beim Beweis von Satz 8 schließen und die Abschätzung (66) be- 
nutzen. Für o,(n) und r > 0 gilt 


(70) DM) <T 


k 
1 
„1 1 
Also sind die vorangehenden Sätze alle gültig, wenn wir f(n) = o,(n) (r>0) und u= 


setzen. . 
Für den Sonderfall der befreundeten Zahlen, also den Fall f({n) = o(n), in dem wir 


die Bedingungen 

(72) o(m,) = o(m,); m, = o(m,) — m, 
haben, beweisen wir zum Schluß den 

Satz 13. Es sei M die Menge, die aus alle den befreundeten Zahlenpaaren m,, m, 
besteht, bei denen wenigstens eine der beiden Zahlen m,, m, nicht mehr als S verschiedene 
Primteiler besitzı, wobei S eine beliebig gegebene Schranke bedeutet. Dann ist D*(M) = 0. 

Beweis. Wir müssen zeigen '?), daß D* (M,) = 0 ist, wobei M, die Menge aller 
m, EM, m, < m, bedeutet. Wir spalten M in zwei Untermengen auf: M bestehe aus 
allen den Paaren m,, m,, bei denen V(m,) <S ist; M® aus allen denen, bei welchen 
V(m,)> $S, aber wegen der Voraussetzung unseres Satzes V(m,) <S ist. Weiterhin 
erklären wir M{ als die Menge aller m; € M®. Sofort sehen wir 4), daß 


(73) D*(MD) = 0 


gilt. 
Nach den Sätzen 9 und 10 sowie (72) können wir von nun an voraussetzen, daß der 
kleinste Primteiler von jedem m, € M{P größer als eine vorgegebene Schranke 7 > 8 


ist. Dann ist 


(74) 








1+7- 


m) _ F+1,9°+2,, $2+S 1 
Mg 


s Sr ArFSs-Ii” 
Aus (72) und (74) folgt somit 


ns 


(75) = en 


Für hinreichend große $ ist dann auch D* (MD) beliebig klein, also Satz 13 bewiesen. 
Denn bezeichnen wir mit A,,,(N) die Anzahl der ($ + 1)-abundanten Zahlen <N, 
so ist 


o(n) _ m, —— As+ı(N) ar 
(16) SHNAHMS 3, <gN im Sggrn' 





1) A.a. 0.2), (28). Vgl. auch (54) der vorliegenden Arbeit. 
u) A.a.0.}). 
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Daß die Sätze 9 und 10 knappste Voraussetzungen besitzen, erkennen wir sofort, wenn 
wir die Zahlen m = o(p, Ps) — PıPa = 1 + pı + ps betrachten. Deren Dichte ist bekannt- 
lich positiv. Unter Annahme der Goldbachschen Vermutung ist sie sogar gleich 0,5. 

Auf ähnliche Art wie im Beweis von Satz 13 läßt sich auch zeigen, daß D*(M) = 0 
bereits aus D*(M,) = 0 folgt. Denn spalten wir jetzt M so auf: M( bestehe genau aus 


den Paaren m,, m,, für die . <s$ ist, M'® aus allen übrigen Paaren. Dann ist, wenn wir 
1 
wieder mit Mf? die Menge aller m; € M bezeichnen, 
(77) D* (MD) < SD*(MD). 
D*(MP) ist aber nach Voraussetzung gleich Null, weil M{P eine Untermenge von M, 
o(m,) 
m 


1 


Satz 13, D*(M®) beliebig klein bei hinreichend großen S. Wegen 


ist. Für jedes m, € M gilt 


m 
—-1+ ze > S-+41, also ist auch, wie im Beweis von 
1 


2 a e 
(78) D*(M) < 2D+(M,) < 2 2 D*(MP) 
i-1 
folgt sogleich die Richtigkeit der obigen Behauptung. Übrigens läßt sich leicht zeigen, 
daß die Menge M aller befreundeten Zahlenpaare die natürliche Dichte Null besitzt, 
wenn die Gleichungen 


(79) olm,) = o(m,)=' "= o(m,,_,)=o(m, )=m +m =m +m =" =m,_,+M, 
nicht für beliebig große s und natürliche Zahlen 
m, ES Mz; FH E. 


erfüllbar sind. Das aber weiß man bisher nicht. 


Zusatz bei der Korrektur. Statt Satz 2 und Satz 3 kann man mit den gleichen 
Methoden einen Satz beweisen, der wie Satz 2 lautet, aber an Stelle der Bedingung c) 
die schwächere Bedingung c) von Satz 3 hat. Einer brieflichen Mitteilung von Herrn 
P. Erdös (vom 19. 1. 1955) verdanke ich eine kurze Beweisskizze eines Satzes, der eine 
Verschärfung von Satz 13 darstellt: Für die Menge M aller befreundeten Zahlenpaare 
ist D+(M) = 0. Der Beweis dieses Satzes soll in den Publicationes Math. Debrecen 
erscheinen. 





Eingegangen 3. Januar 1955. 














Distribution of bordered symmetric, skew and hermitian 
matrices in a finite field. 
By L. Carlitz and John H. Hodges, Durham, N. C., USA. 





1. Introduction. Let q = p", p > 2, and let GF(g) denote the finite field of order q. 
Let A be a non-singular symmetric matrix of order m with elements in GF(g). In $$ 2, 3, 4 
we consider the problem of finding the number of m x it matrices U with elements in 
GF(g) such that the matrix 


(1.1) 


where U’ denotes the transpose of U, hasrankm +r,O sr <Sm,t, and invariant A. We 
find (Theorem 1) that the number of solutions of this problem is equal to 


Ntt, T, A) Nı(A, B), 
where B is any symmetric matrix of order it, rank r and invariant A’, N,(A, B) is the 
number of m x t matrices V such that 
VAV=B, 


X = y’(—1) A(A)A, and N(t,r, A’) is the number of symmetric matrices of order t, 
rank r and invariant A’; these numbers are given explicitly by (3.4) and (3. 6) below. 
In $5 we deal with the more general case of (1. 1) in which A is of ranks < m. 

In $$6—9 we consider the analogous problems for skew-symmetric matrices. 
Finally in $$ 10—13 we treat the like problem for hermitian matrices over GF (9?). 

The special problem of finding the number of M such that det M = ß for given 
ßeGF(g) has been treated for symmetric matrices in [2] and for skew matrices in [3; $ 9]. 


2. The symmetrie problem. In this section, small Greek letters «&, ß,y,... will 
denote elements of GF(g) and italie capital letters A, B, C,... will denote matrices with 
elements in GF(g), except as indicated. A’ denotes the transpose of A. This notation will 
also be used in $$ 3, 4, 5, 6, 7,8, 9. 

lf $S is a symmetric matrix of order m and rank r, there exists a non-singular matrix ? 
such that 

P'SP=D= diag (1,1,...,1,6,0,0,...,0), 


where the number of zeros is m — r. The number A($) = y(8), where y(a) = 0,1, — 1 
according as & is zero, a square, or a non-square of GF(g), is called the invariant of 5, 
and D is called the normal form of $. 

Let A be a fixed non-singular symmetric matrix of order m. We seek the number 


of m x t matrices U such that the matrix 


(2.1) 




















th 


Co 


Q, 


Un 


the 


whi 


and 
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has ranıkm+r,0sr<sm,tand A(M) = A; we denote this number by @,(A, m, r, A). 

It D= diag (1,1,..., 6) is the normal form of A, it is clear that without loss of gene- 
rality we may consider the same problem for the simpler matrix 

DU 

(2. 2) M,= vo | 

Suppose that U = (u,,). Then in terms of the m + t variables 


Ip Ey + + +, Im Yın Yan - » +» Ye, 
the quadratic form having matrix M, is 
m—1 m 4 
(2. 3) A=EuHt+im +22 Fun. 
i=1 tel j-1 


Completing the square on Q, gives 


m—1 m—i t 


it 2 2 
Q,=2 Im + Zum) + olzm + -: mit) — P Zum) ul ie ae) 


i=1 i=1 
2 m-ı t 


m—i t 2 
=, (2 + Zum) + ol + 6 = m —3 2 nunayıya — 9 5 ‚Ami HmaYıYı- 


i-1 i=1j,k 
Under the non-singular linear transformation 
t 
4 =u+ 2 uuYı 
j-1 


t 
(2. 4) Zm = Im + 2 UmiYi 





Yı = Yı 
the quadratic form Q, becomes 


m-1 1 


(2. 5) Q, = z# + 62, „=2 2 PukaYıYı — 6! ‘2 ‚Fms Hm Y;Yr 
which has matrix 


(2. 6) a 


— | 
Since rank M = rank M,, A(M) = A(M,), A(D) = A(A), and if 
rank (— U’D-ıU) = rank (U’AU)=k, then A(— U’D-ıU) = yk(— 1) A(U’AU), 


it follows from (2. 6) that 
ranık M=m-+rank(UAU)=m+k, 
A(M) = y*(— 1) A(A) A(U’AU), 

and so ©,(A, m, r, A) is the number of U such that 

(2.7) rank (U'AU)=[r, 

- AUAU) = y(—1)AA)A=4. 

3. A related symmetrie problem. The number of m x t matrices U such that 

(3. 1) UAU=B, 
where B is a fixed symmetric matrix of order t, rank r, and invariant A’, and Aisa 
non-singular symmetric matrix of order m, is given in [1], where it is denoted by N,(A, B). 
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That this number is the same for every symmetric B of order t, rank r, and invariant %', wh 
is evident from an examination of the following explicit formulas which give N,(A, B). for 
By [1; Theorem 1] the number N,(A, B) of solutions of (3. N) in the special case where 
t=r, is equal to 
DL — aA) yl-DE)gT 7} + AA) A pl) hen 
‚de— 2) 
- TM—'") (m even, r even) (2. 
er rar 
- Jete+1 1 i | has 
gmdrerdgg — (A) y((—1)2")g=3"} IT (1— gi”)  (meven, r odd), 
3.2 ya 
( ) | ee Ing + A(A) 2 pl Er N)g- den} Th 
ID \ 
- TM— (m odd, r odd), 
i=1 whi 
wer rd " (m odd, r even). M 
i=1 
The explieit ri of N,(A,0), the number of solutions of (3. 1) with B = 0, is deter- not 
mined [1; 4] by the following relations: “ 
2j—-1 ran 
I(i—gq er. 
game N (A,0)=1+ zo gr (m odd), 
1<2js2t II (1 in 3) 
Fe | has 
II (1 — g'"‘) 
a. JAN (AO=-1+ 2 et — 
wer au —h is 
2j-2 con 
‚AU—g) 
— Aryl Nim)aA) zZ "5 — (m eva) 
1<2jst+1 I (1 PER q"°') 
| ie; Wit 
Finally, by [1; Theorem 5], the number of solutions of (3. 1) in the general case is hav 
(3. 4) N,(A, B) = N,(A, B*) N,._,(A,, 0), 
where A, is symmetric of order m—r and non-singular with A(A,) = A(A) A’, B* is 
symmetric of order r and non-singular with A(B*) = A’, and N,(A, B*) and N,_,(A,, 0) Com 
are given by (3. 2) and (3. 3) respectively. 
If we specialize still further and take m=r,A=B in (3.1) and let 
N,(A, A) re E(m, 4), 
from [1; Theorem 2] the explicit value of E(m, A’) is 
1,39 
2er — Rryl— NIT) 7 M— Ei”) (m even), 
(3. 5) ss ge 
Zgbm- »' ı A — gi---1) (m odd). we f 





viel 


Then by [1; Theorem 3] the number of matrices of order t, rank r, and invariant 7’ is 






8: 





(3. 6) Nur A) = ge-ng_,E(r, #)’ 
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where g., the number of non-singular matrices of order t, is given by the well-known 


formula 
ti—1 t 


(3. 7) 8: = II (d — q') = g" In. 


i=0 i= 


4. Number of bordered symmetrie matrices. Clearly the number of solutions U of 
(2.7) is obtained by letting B in (3. 1) run through all symmetrie matrices of order t, 
rank r and invariant A’ and summing the corresponding values of N,(A, B). Since N,(A, B) 
has the same value for every such B, we have 


Theorem 1. Let ©,(A,m,r, A) denote the number of matrices M as defined in (2.4). 


Then 
(4. 1) O,(A, m, T, 4) — Ntt, r, 2) N.(A, B), 


where A = y'(—1) A(A) A, B is symmetric of order t, rank r and invariant }', and 
N(t,r, A') and N,(A, B) are given by (3.6) and (3. 4) respectively. 

In particular for r = t, this result may be compared with Theorem 1 of [2]. It is 
not diffieult to show that the results are in agreement. 


5. General symmetrie case. Let A be a fixed symmetrice matrix of order m and 
rank s 1. Let ®,(A, m, s, r, A) denote the number of m x t matrices U such that 


(5.1) 
has anks+r,rSsm,tand A(M) = 4. If 


D = diag (1,1,...,,0,...,0) 


is the normal form of A, set D, = diag (1,1,..., ö). As in the non-singular case we may 
consider the question for the simpler matrix 


(5. 2) 


With U = (4,,), the quadratic form in the m + t variables z,, 2, - - -, Zmı Yı Ya - = -» Yı 
having matrix M, is 


.-ı m 8 
(5. 3) GEH + +22 Zuymy,- 
i-1 ve1j-1 


Completing the square on Q, and making the non-singular linear transformation 


t 
FR ran ((=1,2,..,8s—1) 
= 


t 
, =ı+ ö! Z uuYı 
j-1 


u=2% (i=s+il,...,m) 





Yı = Yı ((=1,2,...,t), 
we find that Q, becomes 


.-1 ı ı 


.-i 
(5. 5) Q, =zu +4 —2 2 Kykayılı ur 2; S Hıkardıdı 


tal j,km 


m 1 
+23 Z uyzıy 


das+1j,kel 
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which has matrix 
D, 0 0 
(5. 6) M,=|0 0 U, ’ 
 % —UuD'U, 


where U, = (u,) for 1siss and U,= (u,) frs+1sism. We may find a 
non-singular matrix P such that 
D 
(5. 7) M,=P'M,P=|0 
0 


where rank M,=rank M, and A(M,)= A(M,). Since rank M=rank M,=s-+rank M,, 
A(A) = A(D,), and A = A(M) = A(M,) = A(A) A(M,), so that A(M,) = AMA)i = X", 
it is clear that ®,(A,m,s,r, A) is the number of matrices M, having rank r and in- 
variant A”. Put A,=—D,. Then if, for some X,, rank (XA,X,)=k, with 
0<k<r, the corresponding number of matrices M, having rank r and invariant A” 
is ©)_,(X7AoXı, 1, k,r — k, 4''). Thus we can write 
(5.8) D,(A,m,s,r,))=$ EZ 6,,XAX,bkr—k,:”). 
k=0 rank(Xj4,X,)=k 

Now, as X, runs through all s x t matrices, if B, is any symmetric matrix of order t and 
rank %k, the number of X, in the inner sum of (5. 8) for which X] A, X, = B, is N,(A,, B})- 
Therefore (5. 8) becomes 


D,(A, m,S,rT, 4) Bun Nı(A, 0) Dn- (0, t, 0, r, 4) 


(5.9) +Z{ 2 NA Bi) On- But, kr —k, X") 
k=1 \A(Bp)=1 


+ 2 NA, Ch) On, (Cnt,k,r—k, N). 
MC)=-1 


Since N,(A, B) is the same for all B of the same order, rank and invariant and in view 
of (5. 2) this is also true for ®„-,(B,t,k,r — k, A’), (5. 8) gives 


Theorem 2. Let ®,(A, m, s, r, A) denote the number of matrices M as defined in (5. 1). 
If A has normal form D = diag (1,1,...,6,0,...,0), then 


(5.10) ®,(A,m,s,r, A) = N,(A,0) Dn-,(0, 1,0, r, 4”) 


+ 5 {N (t, k, 1) N.(A, Bi) Om- (Bu, t, k,r — k, 4) 
k-1 
r Ntt, k, 1) Nı(A, C;) Pn- (Ch t, k, Fa k, #")}, 


where A, = —diag(1,1,...,6), 3, and C, are symmetric of order i and rank k, 
AB) = +4, ACı) = —1, 4’ = A(A)A and N(t,k, 4), N,(A,0) and N,(A,B) are given 
by (3.6), (3.3) and (3. 4) respectively. 

We remark that (5. 10) holds for r = 0, A = 0, for in this case it is necessary that 
M,= 0 which implies in (5.7) that X,=0 and X,4,X, = 0. The number of such 
X,, X, which is the value of ®,(A, m, s, 0, 0), is clearly N,(A,, 0). On the other hand, 
frr=0, A=0 we have A’ = 0 and ®„-,(0,1,0,0,0) = 1 so that the right side of 
(5. 10) is also equal to N,(A,, 0). Repeated application of the recursion formula (5. 10) 
would ultimately yield an explicit formula for ®,(A,m,s,r, A). 
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As a check on Theorem 2 we may show that for s = m, (5. 10) reduces to (4. 1), 
that is, | 
D,(A, m,m,T, 4) Pe OA, m,T, 4). 


6. The skew problem. If 5 is a skew-symmetric matrix of order m and rank 2r, 
there exists a non-singular matrix P such that 


(6. 1) PSP=N=dis(E,--..,EZ,0,..,0, A, = E |; 


N is called the normal form of S. 

Let A be a fixed non-singular skew-symmetric matrix of order 2m. We seek the 
number of 2m x t matrices U such that the matrix 
A | 


(6. 2) M= n Se a 


has rank 2m + 2r, 0 <2r s2m,t. Let OA, 2m, 2r) denote the number of such U. 
N = diag (E,,..., Em) is the normal form of A we may consider the equivalent 
problem for 


N U 
(6. 3) M-| y F 


In terms of the two sets of 2m + t variables z,, 23 - - -, Zgm %y Wy, +. ., 4, and 
I + + +, Zamı Yu» Ya - - -, Yı, the bilinear form having M, as matrix is 


m—)} m-—1 t 2m ı 2m 


(6. 4) L,= 29:4 189442 — F 21,0 leiyı I ZZ uuWws + Z Z ur2ıYr- 
i=0 i=0 


j=1i-1 k=1i-1 
We may rewrite (6.4) as 


m-1/ [; v 
L,=2 (au — Ems) (24: +23 aut) 
i=0 je1 ke1 
m—1 t t 

a | (m: +3 Ir.) (2-2 Mai+e, .n) 
i=0 je1 ke1 
m-1 ‘ m—1 t 


— 5 2 Mara sleirı, alu TS L Heirı,jleire, Wr - 
i=0 j,ke1 i=0 j, kl 


(6. 5) 


Then under the non-singular linear transformations 


Li 
Zei4ı Bir TS haira 1 


f 
Zgir+2 = Zgi42 +2 Mai41,51; 


= u; 


t 
= Igir2 +2 H2i+1,3% 


t 
= Igirı TS Haie, + %ı 
k=1 
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the bilinear form becomes 





m—1 m—1 m—i t 






L=2 Zgerılaire ii EAPE U — 3 2 Msis2 zleirı,W;Yr 
i=0 i=0 it je - 
(6. 6) m—-1 t 
+ 5% 2 Usirısleaire, aWYr; 
i=0j,ke1 






which has the matrix 





(6. 7) “,-|9 ® | 


0 U’NU 
(we remark that — N-! = N). Since rank (U’NU) = rank (U’AU) and rank M =rank M,, 
it is clear from (6. 7) that 









rank M = 2m + rank (U’AU). 





Therefore, the number of M of rank 2m + 22r, that is Qu(A, 2m, 2r), isequal to the number 
of U such that rank (U’AU) = 2r. 







7. A related skew problem. The number of m x t matrices U’ such that 
(7.4) UAU=B, 

















where B is a fixed skew-symmetric matrix of order i and rank 2r St, and A is a non- 
singular skew-symmetric matrix of order m, is given in [3]. We denote this number here 
by Nı(A, B). By [3; Theorem 1] the number of solutions of (7.1) in the case t = ?r, 
that is, when B is non-singular, is 






m r—1 
(7. 2) N,,(A, B) = a | I). 





With B=0, the number of solutions of (7. 1) is N,(A, 0) and from [3; $3] we have the 
explicit formula 








2j—1 
= IU—g-) 
(7. 3) N (4,0) = grhte-D g gran 
ajsı 
Aa-en 






Finally, by [3; Theorem 5], the number of solutions of (7. 1) is 






(7. 4) N, (A, B) = N„(4A, B*) N.- , (Ar, 0), 






where A, is skew-symmetric and non-singular of order 2m — 2r and 


B* — diag (E,, E,,. ie E,= in ) ’ 





and N,,(4A, B*) and N, _,,(A,, 0) are given by (7. 4) and (7. 3) respectively. 


Furthermore by [3; Theorem 3], the number of skew-symmetrie matrices of order m 
and rank 2r is 












2r—1 
z II (a —1) 

(7. 5) N (m, 2r) = gr» = 
Zw —1) 
















al 


fo: 
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8. Number of bordered skew-symmetrie matrices. Since in $6 we found that 


0,(A, 2m, 2r) is equal to the number of U such that rank (U’AU) = 2r, if we let B in 
(7.1) run through all skew-symmetric matrices of order t and rank 2r and sum the cor- 


responding values of N,(A, B), the result is equal to 9,(A, 2m, 2r). Since by (7. 4), (7. 3) 
and (7. 2) it is clear that N,(A, B) depends only upon the order and rank of B, we can state 


Theorem 3. Let Q,(A, 2m, 2r) denote the number of matrices M as defined in (6. 2). T'hen 
(8. 1) 9,(A, 2m, 2r) = N(t, 2r) N,(A, B), 


where B is skew-symmetric of order t and rank 2r and N(t, 2r) and N.(A, B) are given by 
(7.5) and (7. 4) respectively. 
In particular for ti = 2r, this result may be compared with Theorem 6 of [3]. 
9. General skew-symmetrie case. Let A be a fixed skew-symmetric matrix of order m 
and rank 2s > 2. Let ®,(A, m, 2s, 2r) denote the number of m x t matrices U such that 
A-% 
(9. 1) M= mw | 


has rank 2s +2r, 0<2rsm,t. EN =diag (E, Eu: - ‚Eu 0,...,0) is the normal 
form of A, let A, = diag (E,, E,.. ., E,). Then by a slight variation in the argument 
used in $$ 6, 8 we obtain the analog, for skew-symmetric matrices, of Theorem 2, namely 


Theorem 4. Let ®, (A, m, 2s, 2r) denote the number of matrices M as defined in (9.1). 
If A has normal form N = diag (E,,.. .,E„0,...,0), then 
®,(A, m, 25, 2r) = N.(A,, 0) g(m — 2s, 1, r) 


(9. 2) + E.Mt, 2k) Nı(A,, B;) On-2 (Bi, t, 2k, hun 2k), 
k=1 


where Au = diag (E,, Ey... ., E,), Bı is skew-symmetric of order t and rank 2k, and 

g(m — 2s, t, r), N, 2k), Nı(As, B,) are given by (5. 12), (7. 5), (7. 4) respectively. 
Repeated application of the recursion formula (9. 2) ultimately yields an explicit 

formula for D,(A, m, 2s, 2r). We note that (9. 2) holds for the trivial caser = 0 and that 


for 25 = m it reduces to (8. 1), that is 
D,(A, 2s, 2s, 2r) = O,(A, 2s, 2r). 
10. The hermitian problem. Let qg = p", p > 2 and suppose that 
(10. 1) OcGF(qg?), 9 =veGFl(g) but 9EGF(g). 


Then a =a+bOceGF(g?) if a,beGF(g). The element «= a— b® will denote the con- 
Jugate of &. If A = (a,,), x; € GF(g?), is a square matrix let A* = A’ = (a,,) where the 
prime denotes transpose. Then A is said to be hermitian if and only if A*=A. 

In this section, as well as in $$ 11, 12, 13, small Greek letters «, ß, y, . . . will denote 
elements of GF(g?) and Roman capital letters A, B,C,... will denote matrices with 
elements in GF(g?), except as indicated. If H is a hermitian matrix of order m and rank r, 
there exists a non-singular matrix 7 such that 


THT=D= diag (1,1,...,1,0,...,0). 


D is called the normal form of H. 
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We wish to find the number of m x t matrices U such that the matrix 


A U 
is a 


has ranık m+r,0<sr<sm,t, where A is a non-singular hermitian matrix of order m. 
Denote this number by ©#(A, m, r). Without loss of generality, A may be replaced in 
(10.2) by /„, the identity of order m. 

Let U= (u,,). Then in terms of the m +1 variables z,,. : ., m Y1 +: -,Ys the 
hermitian form having matrix M is 

m h m Lt ) u a * 
H= zu +3 Zus +3 3 uusidyı- 
i=1 te1j-1 ie1j=1 
m tt ‘ 


m t [1 
(10. 3) = Ziz: + Zum 1 + Z iu = Z uuYı ; ua Yı- 


Under the nonsingular linear transformation 


t 
u =u+ i=1,2,...m) - 
(10. 4) | N N = Auyı ( ) 


Yı = Yı ((=1,2,...,t), 


the hermitian form H becomes 
m m ‘ 
(10. 5) H,= 324 — 3 Z uyuaYyıYı, 
i=1 del f,k=1 
which has matrix 
Im 0 
(10. 6) M,= 0 = AR 2 
Sincee ranık M = rank M, and rank (U*AU) = rank (— U*U), it is clear that 
rank M=m-+ rank(U*AU), and so ©%(A,m,r) is the number of U such that 


rank (U*AU) =r. 
11. A related hermitian problem. The number of m x t matrices U such that 
(11.4) U*HAU=B, 
where Bis a fixed hermitian matrix of orderiand rank r and A is a non-singular hermitian 
matrix of order m is given in [4]. We will denote this number by N#(A, B). The following 
formulas give N#(A, B) explicitly. First, from [4; Theorem 3], the number of hermitian 


matrices of order t and rank r is 


1.2 *(+ 7) — arten . water. 
(11. 2) N*t,r)=gq a (= 


The number N#(A,0) of solutions of (11.1) when B=0 satisfies the relation 
[4; Theorem 4] 


(11.3) FNXA,0) = gr + 8 mgeın Ned, rn). 
v1 
Finally by [4; Theorem 1] we have 
(1.4)  N#(A,B) -A (gm-&t 4 (ge) NE,(A, 0), 





where A, is a non-singular hermitian matrix of order m —r. 
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12. Number of bordered hermitian matrices. Since we found in $10 that ©(A, m, r) 
is equal to the number of U such that rank (U*AU) = r, we may obtain ©(A, m, r) 
by letting B in (11. 1) run through all hermitian matrices of order t and rank r and summing 
the corresponding values of Nf(A, B). Since N}*(A, B) is the same for every such B, 
we have 


Theorem 5. Let O*(A,m,r) denote the number of matrices M as defined in (10. 2). Then 


(12.1) 9*(A, m, r) = N*(t,r) N*(A, B), 


where B is hermitian of order t and rank r and N*(t,r) and N}(A, B) are given by (11. 2) 
and (11.4) respectively. 


13. General hermitian ease. Let A be a fixed hermitian matrix of order m and 
rank sZ 1. Let ®#(A, m, s, r) denote the number of m x t matrices U such that 


A U 


(13.1) M= I 0 


has rank s+r,0O<sr<sm,t. By a variation of the argument employed in $$ 11, 12 
we obtain 


Theorem 6. Let ®(A, m, s, r) denote the number of matrices M as defined in (13.1). 

Then 
DB(A, m,s,r) = NY (I, 0) 9,0, t,0, r) 

13. 2 , 

+ 5 N*(t, k) N#(I, B,) d,_ (But, k,r —k), 
k=1 

where I, is the identity of order s, B, is hermitian of order t and rank k, and N*(t, k), 
NY(I,0) and N}(I, B,) are given by (11. 2), (11.3) and (11.4) respectively. 

Repeated application of the recursion formula (13. 2) would ultimately yield an 
explicit formula for ®(A, m, s, r). We remark that (13. 2) holds for r = 0, and reduces 
for s= m to (12.1), that is, 


DF(A,m, m,r) -. OF(A,m,r). 
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Primzahldifferenzen”). 
Von Walter Knödel in Wien. 





1. Finleitung. P. Erdös und A. Renyi haben 1949 die Abschätzung 


x 


1 x 
(1) < 2 -<g jogi z 108 log = 


eı log? x " p<a du 


gegeben [1]. Dabei ist p, die n-te Primzahl (p, = 2) und d, = p„ — P.-ı fürn 2 1; die 
c; sind positive Konstante. Schmetterer und ich haben 1951 bemerkt, daß 


5 | 1 


pn<a, An ur An+ı | 
zwischen den gleichen Größenordnungen liegt, deß also 


1 


< 7-7 
aun<z| An Anz+ı 


(2) 


®jog! x 
gilt; doch haben wir das Resultat nicht veröffentlicht. Im folgenden soll gezeigt werden: 


Satz 1. Die Summen 


s)= z | 


pn<a An 


s= 2 |4-:— 


Pn< Ay +ı 
besitzen die gleiche Größenordnung: 
1 1 


(3) erg 


Pn<t dn Pn<% dn An+ı | 


Die Beweise sind elementar und verwenden die Methode von Brun. Dabei ergibt 
sich als Nebenresultat 


Satz 2. Die wahre Größenordnung von 


.: 


’ 
Pn< dn 


wobei der Strich am Summenzeichen Summation über alle d, Zd,_,,n=2 bedeutet, ıst 


Eu ey in _® ® 
og! z Pn<® dn , log! x 


*) Vorgetragen auf der Spezialtagung für Zahlentheorie, Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, 
3.—8. Januar 1955. 
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2. Beweis von Satz 1. Wir zeigen zunächst 


1 1 
P2 


rn ie 
Pn<z| d, dn+ı 


Offenbar ist 


Sodann soll gezeigt werden: 


(4) G2% 


Pn<?t d, Pn<*! n 


Hierzu werden wir in Nr. 3 bis 8 
- 
(5) D(x) = S,(2) — S,(2)<% log! = 
beweisen. Daraus folgt nach Division durch $,(x) 


ER. 
9 jog®z _ S,(a) 
I,(%) S,(x) ’ 


und hiermit ergibt sich die Ungleichung (4) mit der Fallunterscheidung 


(6) 


a) für jene x, für die 


x 
(2) > Co log? x ; 


b) für jene x, für die 
x 
S,(2) S co log! x 
ist, wobei co > c, sein soll. Denn im Fall a) gilt 
a 
6 "logx 
und nach (6) 


Im Fall b) folgern wir äus (2) 


folgt also (4). 
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3. Abschätzung von D(x). Wir zerlegen 


la 1 1 


d | Fer, |- D,(z) + D,(z) En D,(z). 


N) Dea= 2 


Pn<z 
Hierbei soll D,(z) jene Bestandteile von (7) enthalten, für die 
(8) d„ Sd,,;; 
D,(x) jene Bestandteile von (7), für die 
(9) du, <4, S2d,,;; 
D,(xz) jene Bestandteile von (7), für die 


(10) 2d, ;ı < d, 
ist. Nun zeigen wir: D,(z) < 0. Nach Definition gilt 
1 1 1 | 
D,(x) = AR & SER - | 
u E% du 
2dn+1<n 
und wegen (10) 
FR 
d, An+ı j 
Daher haben wir 
1 


Die) = 2, 2-22 - 
2dn +1<dn 


Hierin ist wieder nach (10) jede geschweifte Klammer negativ und daher auch die ganze 
ne : ' s . 2 1 
Summe D, (die sicher nicht leer ist, denn sie enthält z. B. das Glied PT] a) | 
Daraus folgt weiter 
D(z) < D,(2) + D;(2), 
und für den Beweis von (5) genügt es, 


T 


(11) D,(2) < cyı log? x 


x 
(12) Di(2) < Cıa Iog! x 
zu zeigen, wobei wir für c, in (5) die Konstante c,, + c,,z nehmen können. 
4. Hilfssätze. Dem Beweis der Formeln (11) und (12) müssen wir zunächst einige 


Hilfssätze vorausschicken. 


Hilfssatz 1. Bezeichnen wir die Anzahl der Primzahltripel p,_,, Pr Pr.ı, die den 
Bedingungen 
PR—-P-ı=4, Prı -rr=b, M<E 
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genügen, mit 


(13) a(ab)|= 2 1), 
de +1=b 
d,=a 
Pn<z 
dann gilt 
v(d) 
C14 


BD) < 
az, a, ”]og®z anlarn) d 


Dabei bedeutet v(d) die Anzahl der verschiedenen Primteiler von d, überdies 
brauchen für d nur quadratfreie Zahlen genommen zu werden. 


Beweis. Aus [2], Satz 2 entnimmt man 
x 
(14) a(z, a,b) < c, c(a, D) ger +3 
und für c(a, b) finden wir in [2], S. 73 


(15) c(a, b) < 1 --) N: 


je An pP 
Ferner wird in [3], S. 140 gezeigt, daß sich (15) mit 


v(d) 
1 = 1 014 


-3 
„| 7) dlabtar) d 
d quadratfrei, abschätzen läßt. (14), (15) und (16) liefern das gewünschte Ergebnis. 


v(d) 
Hilissatz 2. 3 -«< Cy- 
a d2 


(16) 


Der Beweis ist bekannt (man vergleiche z. B. [4], S. 888) und kann durch Um- 
formen des Produkts 


c 
14%) 
n( "m 


r 


geführt werden. 


Schon jetzt stellen wir noch ein Ergebnis für den Beweis von Satz 2 bereit, das die 
Anzahl der d„, > d„., betrifft: 


Hilfssatz 3. 1 U 
ssa ae > cn De: 
Pn<z 


Beweis. Man benutze Theorem 1 von [4] und den Primzahlsatz. 


5. Beweis von (11). Aus der Definition (8) von D,(z) folgt 
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Diese Summe teilen wir weiter in D,(z) = D,ı(2) + D,s(x) mit 


1 

(18) Dı@)= 2 FR 
Pn<? n+1 

Anzdn+ı 
dy +1&Cıs log & 
















1 
(19) Du)= 2 ;—- 
Pn<? n+1 
InSdn+1 
dy +1<c,1l0gz 









und zeigen 
. 
(20) Du1(2) < Co log! x 
x 
(21) Di2(2) < Ca log: x’ 







Daraus folgt (11) mit co = Co + Ca- 






6. Beweis ven (20). Nach bekannten Sätzen gilt für die Anzahl der Primzahlen 
kleiner als x 






x 
s(e)= 2 1 < eu ——. 
(2) pu<a  jogx 






Daher können wir (18) so abschätzen: 










a I Beh: 


Ce log X pu<z Cs log? x 


D,ı(2) = 









Damit ist (20) mit 








bewiesen. 
7. Beweis von (21). Wir formen (19) zu 






1 






Da@)= 23 er, 2 1 
b<c,„logz b dn+1=b 
d„sb 
pn<z 






um. Das läßt sich auch schreiben als 










Da)= 2 - . ind, 
b<c,„logz asb d„+1=b 

d„)=a 

Pn<z 







oder mit (13) 






— 





Dıa@)= 2 E n(z,a,b). 


b<e,logz b asb 





Somit liefert Hilfssatz 1 










x N 2.0 
D ER 2 tu 
122) < Cu Tg ge b z er am d 
Was wir noch zu zeigen haben, ist daher 
v(d) 
(22) Bu 5 IE 2 cal. 





b<euloge D asb dladları) d 








Dis 


Die 


mo 


unc 


alsc 


und 
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Wir schätzen E durch Vertauschen der Summationsfolge ab: 


4” 1 
E=2% 2; 21 

d b<c„logz asb 
d|ab(a+b) 


Diese Summe unterteilen wir weiter in 
v (d) 


c 1 
(23) E=3-- 2 2 -— zZ 1. 
d d t b<c„logz b asb 
2 : |a(a+b) 
Um die letzte Summe abschätzen zu können, müssen wir zuerst die Lösungszahl der 
Kongruenz 


(24) (er +b)=0 (mod 2) 


feststellen. Wir beginnen mit der einfacheren Kongruenz 
(ce +b)=0 (mod p,), (p,b) =1. 


Diese Kongruenz besitzt genau 2 mod p; inkongruente Lösungen. Nun erinnern wir uns, 


daß d (und daher auch 5) quadratfrei ist und . daher eine Primzahlzerlegung der Form 


d 
2 “u II Pi» (Pi. b,) u 1 
d 
ıse(;) 
besitzt. Nach bekannten Sätzen der elementaren Zahlentheorie besitzt daher die Kon- 
gruenz (24) genau 
d 
9"(7) 


mod j inkongruente Lösungen. Daraus gewinnen wir die Formel 


d d 
2 15/743 6). MUEE 
d ala+D) s 


und mit ihrer Hilfe erhalten wir aus (23) die Gleichung 


e.(d) fd 
34 27 2) 
d t es log z 


b)=t 


Er 
d d t b<c„logz 
(d, b)=t 
ed 


SE -- zu. 3% 


d; t|d b<c„logz 
t|b 


slogz 2 ® 2 


a pm 


— Co; log x - _[ d? ’ 


und aus Hilfssatz 2 folgt (22). Damit ist auch (11) vollständig bewiesen. 
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8. Beweis von (12). Der Beweis von (12) kann Schritt für Schritt genau so geführt 
werden wie der von (11). Wir wollen nur die wesentlichen Punkte hervorheben: An die 
Stelle von (17) tritt nun wegen (9) 

1 

Die)= _ 14 

Pn<? n 
In+ı<dnS2d, +1 


=: P2 
Pn<? 
dn+1<dnS2dn+ dn>dgn+1 
Der Unterschied gegen (11) besteht also in folgendem: (14) war die Summe über 
jene reziproken Differenzen, die größer waren als die vorhergehenden. (12) ist kleiner als 
die Summe jener reziproken Differenzen, die größer sind als die nachfolgenden. Schreibt 
man wieder 5 für die größere, a für die kleinere Differenz, dann lassen sich alle Beweise 
sofort wie bei (11) führen, da sie im wesentlichen auf Hilfssatz 1 beruhen und dieser für 
r(x,a,b) und r(z, b, a) dieselbe Schranke liefert. 


9. Beweis von Satz 2. Ersetzt man n + 1 in (17) durch n, dann erhält man aus (11) 


1 x 
Me DIR Tal) = 73 
din —1Sdn 

Daher gilt um so mehr 

1 x 
in 1=d, 


und die rechte Seite von Satz 2 ist bewiesen. 
Der Beweis der linken Seite erfolgt so: Nach Hilfssatz 3 stehen uns mehr als 


T 


(25) Cı7 Togz 


Differenzen d, > d,_, zur Verfügung. Ferner ist p, < x gleichbedeutend mit 


(26) E du<e. 


Pn<z 


Aus (26) erkennen wir, daß die Anzahl der großen Differenzen klein ist: 


ı> zz du2 2 > lg 21 


Pa<z Pn<z Cy Pn<z 
2 2 
>—logz d„> —logz 
in Cr . no 


En iz 2 logz’ 


d,> 2: logz 
und diese Schranke besteht um so mehr für 
E 


Pn<? 
dn> log 
in Sin — 
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Dann gilt nach (25) 


(27) 


und weiter 


= y) er zZ 1 ’ 
ind —ı 5. inZdn— 
Pn<z » Pn<z 


also endlich nach (27) 


und auch Satz 2 ist vollständig bewiesen. 


Literatur. 


1] P. Erdös und A. Renyi, Some Problems and Results on Consecutive Primes. Simon Stevin 29 (1949/50), 
115—125. 


[2] W. Knödel, Sätze über Primzahlen. Monatshefte für Mathematik 55 (1951), 62—75. 
[3] W. Knödel, Sätze über Primzahlen II. Monatshefte für Mathematik 56 (1952), 137—143. 
[4] P. Erdös, On the Difference of Consecutive Primes. Bulletin of the Am. Math. Soc. 54 (1948), 885889. 





Eingegangen 5. Februar 1956. 


Journal für Mathematik. Bd. 195. Heft 3/4. 





Über additive zahlentheoretische Funktionen *). 
Von H. Halberstam, Exeter. 


Es werden im folgenden einige Ergebnisse in der Theorie der stark additiven zahlen- 
theoretischen Funktionen beschrieben, und insbesondere wird der Beweis eines dieser 
Resultate kurz skizziert. 

Eine stark additive Funktion F(m) ist definiert durch die Eigenschaften 


(1) F(mn) = F(m) + F(n), (m,n)=1, 
(2) F(p°) = F(p), p Primzahl; «= 2,3,... 


Ein wohlbekanntes Beispiel solch einer Funktion ist (m), die Anzahl der verschiedenen 
Primteiler von m. 1917 haben Hardy und Ramanujan bewiesen!), daß (m) die normale 
Größe loglog m hat; das heißt, daß »(m) für fast alle m ungefähr gleich loglog m ist. 
1934 gelang Turän?) ein sehr vereinfachter Beweis des Hardy-Ramanujan Satzes, und 
1936 erweiterte er diesen Satz auf eine allgemeinere Klasse stark additiver Funktionen ®). 
1953 hat Delange*) mehr bewiesen, nämlich, daß die Verteilung der Werte von w(m) 
in einem gewissen Sinne eine Gauss’sche Verteilung ist. Alle diese Ergebnisse kann man 
aus dem folgenden Satz) ableiten: 


Satz 1. Sei An„= 3 F(p)/p, Bn= 2 F*(p)/jp und 
p<n p<n 
(3) "Fp)= Ol), Bo, 
dann gilt für jedes feste k=1,2,3,... 


2 {Fm) — An 
(4) „iR 





— (2n)-\R freu. 


Wie Delange bemerkt hat, ist die Methode auch dann anwendbar, wenn man (3) auf 


(5) F(p) = o(Bi®P), B,— ©, 
abschwächt. 


*) Vorgetragen auf der Spezialtagung für Zahlentheorie, Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, 
3.—8. Januar 1955. 

1) @. H. Hardy-S. Ramanujan, Quart. J. Math. Oxford Ser. 48 (1917) 76—92. 

2) P. Turdn, J. London Math. Soc.9 (1934), 274—276. 

®) P. Turän, J. London Math. Soc. 11 (1936), 125—133. 

4) H. Delange, C. R. Acad. Sci. Paris 287 (1953), 642—544. 

5) H. Halberstam, J. London Math. Soc. 30 (1965), 4&3—53. 
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Die Formel (4) zeigt, daß in einem gewissen Sinne auch die Verteilung von F(m) 
normal ist. Denn sei k„(w) die Anzahl der natürlichen Zahlen m, 1 <m<.n, für die 


F(m) < A, + wBi# 


ist, und sei o,(w) = ka(w)in. Dann ist o„(w) eine Verteilungsfunktion, und aus (4) folgt 


lim [ w*do,(w) = (Ar); [wWerdu, k=1,2,3,.... 


Eine berühmte Methode von Tehebycheff macht es nun möglich, aus diesen Glei- 
chungen die Beziehung 

(6) lim o,(w) = (2r)"? fe" du 
herzuleiten. (6) wurde von Erdös und Kac®) mit anderen Methoden bewiesen. 

Diese Untersuchungen kann man jetzt in einigen Richtungen fortsetzen. Erstens 
kann man fragen, was aus der Formel (4) wird, wenn F(p) die in (5) angegebene Größen- 
ordnung überschreitet. Insbesondere hat Erdös die Frage aufgeworfen, was geschieht, 
wenn F(p) = (log p)* ist (h eine positive Konstante). Ich kann nun beweisen, daß die durch 


F(m) < w(logn», 1<sm<h, 
charakterisierte Verteilung nicht mehr normal ist. Es ist nämlich 
nü k 
rn ep Fhr,) ++ P(hr) 
| 


. m=1 ao 
m _ n(log n)** fr T'(hk + 1) z er FOR n! rn 


nz +ar,al 


Hu Ff), kul,d,... 








wobei 


1 
vr... or) 


vl" vol 


h,nt tun =k, „++, =3). 


Daher ist es möglich zu beweisen, daß für k = 1 keine Verteilungsfunktion existiert, und 
für k +1 eine eindeutige Verteilungsfunktion vorhanden ist. Die entsprechende Ver- 
teilung ist sicherlich nicht allgemein bekannt, und bisher ist es nur möglich, die Ver- 
teilungsfunktion implizit als Lösung einer nichtelementaren Integralgleichung anzugeben. 


Eine weitere Untersuchung bezieht sich auf Polynome. Es sei f(x) ein irreduzibles 
Polynom von beliebigem Grade mit ganzzahligen Koeffizienten. Wir nehmen einfachheits- 
halber an, daß f(1), f(2), f(3),.. . positiv sind und fragen nach der Verteilung der Werte 
der F(f(m)), 1 <m<n. Dann gilt der folgende 


Satz 2. Sei o(a) die Anzahl der Lösungen von f{m) =0(mod a), O<m<a, 
A(n) = ZF(p) e(pp, Bin) = 2 F*(p) e(pp, 
und sei F(p) den Bedingungen 
F(p) = o(B*(p)), Bi{n)— , 
unterworfen. Dann gilt für jedes feste k=1,2,3,... 
ZFGm))— An 
n{B(n)}® 





= (2r)"!% fe rau. 


n>o© 


6) P. Erdös-M. Kac, Auer. J. Math. 62 (1940), 738—742. 
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Dieser Satz enthält Turäns Resultat®), daß die normale Größe von w(f(m)) auch 
loglog m ist. Ein ähnlicher Satz gilt auch für reduzible Polynome. 

Die Beweismethode für Satz 1 ist elementar, und die Beweise der anderen obigen 
Resultate sind ähnlich, jedoch benutzen diese späteren Sätze nichtelementare Ergebnisse 
über die Funktion o(a). 

Schließlich kann man eine andere, aber verwandte Frage erheben, nämlich die nach 
der Verteilung der Werte von F(f(p)), (p Primzahl). Erdös, Haselgrove und Prachar 
haben die ersten Schritte zur Beantwortung dieser Frage getan, und zwar-hat Erdös’) 
1935 bewiesen, daß »(p — 1) die normale Größe loglog p hat und auch daß 


3 w(p—1) » n(loglog n)flog n 
rs 


ist. Ein Satz von Haselgrove®) besagt, daß 
3 {w(p + a)}* = n(loglog n)*logn für jedes feste k=1,2,3,... 
rs 


gilt, und Prachar®) hat bewiesen, daß es eine positive Konstante c gibt, so daß 
> o(f(p)) > en (loglog n)/log n 
sn 


ist. 
Nun möchte ich noch kurz die wichtigsten Schritte zum Beweis des folgenden 
Satzes schildern: 


Satz 3. 2 o(f(p))= {1 + o(1)} n(loglog n)/log n. 
pin 
Mit derselben Methode läßt sich auch beweisen, daß &(f(p)) die normale Größe 


loglog p hat. Die Verbindung eines schwierigen Satzes von Tatuzawa!®) und der Methode, 
die ich beim Beweis der Sätze 1 und 2 benutzte, liefert auch den viel besseren 
Satz 4. Sei 


F(p) = O1), Bin) oo, (Osielen" ,o, 


B(n) 
Dann gilt für jedes feste k=1,2,3,... 
3 {F(f{p))— Aln)} 
lim ?2* 
a(n) {B(n)y*® 


n—@ 





= (2)? fee "au. 


Beweis von Satz 3. 
Sei ! der Grad von f(x), 1 > 2; p, q bezeichnen Primzahlen, :,, c,, . . . positive Kon- 
stanten, die höchstens von ! und den Koeffizienten von f(z) abhängen. Wir setzen 
a=logn, v=loglogn, 


— nıVr — ni — pi. 
zen, nen eng, 


o,,.(f(p)) kr P2 1 (r azı 1, 2), 
AIT-n 1470) 
o(f(p)) — w, (f(p)) = u 1 + O(1) = O(v'®) 
Ban 1 do 


”) P. Erdös, Quart. J. Math. Oxford Ser. 6 (1935), 205—213. 

®) C. B. Haselgrove, J. London Math. Soc.26 (1951), 273—277. 
9) K. Prachar, J. London Math. Soc. 28 (1953), 236—239. 

10) T. Tatuzawa, Jap. Journ. of Math.20 (1950), 93—111. 
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(denn hat die Summe i Glieder, so ist x, < cn’, also t < c, v'*). Wir definieren 
S(n)=Zo(fl(p)), S(m)= Zw,(f(p)), St(n)= 2 w,(f(p)) (r = 1,2) 
ran ren u <psn 


und bemerken, daß 
S(n) = S,(n) + O(nu'v"?), S,(n) = St(n) + O(n®) 
ist und daher 
(8) S(n) = St(n) + O(nu' v®). 
Nun müssen wir tiefere Hilfsmittel heranziehen, um 
(9) St(n) = S$(n) + O(nu”' log ») 
zu beweisen. Wir schreiben 


Sn) gln)= 23 2 1s zZ ZM(a,Jg), 
zu <ysz, z,<p<sn z,<gsz a 
g+10) fp)=O(modg) g+K0) 
wo a die o(g) Lösungen von f(m) = 0 (mod g), O<m<g, durchläuft, und M(a, g) 
die Anzahl derjenigen m, 2, <m<Sn,m = a(mod g) ist, die durch keine Primzahl p <z, 
teilbar sind. Also muß man hier eine Siebmethode einführen, und zwar habe ich A. Selbergs 
schöne und einfache Methode!!) benutzt, um 


Mag)<az m" 


zu beweisen. Es ist wohlbekannt, daß 
Z o(p)/p = logloegx + «, + o(1) 
»Sz 
ist, und damit ist (9) bewiesen. Wir können nun 
(10) S(n) = Sf(n) + Olnu' v®) 
erhalten. 


Nun setzen wir 


Si(n)= ZWo,(f(pP))+ Z9o, (ftp), 
m <pen z<psn 
und wir entscheiden folgendermaßen, ob wir p zur ersten oder zur zweiten Summe zählen: 
Es sei //g* die Darstellung von f(p) als Produkt von Primzahlpotenzen. Dann setzen wir 
p in die erste Summe, wenn das entsprechende Teilprodukt /7 9° > n!!*, und in die zweite 
a<z 
Summe, wenn IT’ < nt? ist. 
a<z 

Man kann ziemlich leicht zeigen'?), daß die Anzahl derjenigen m, m < n, für die, 

wenn man die Primfaktorzerlegung von f(m) mit ]/ g* bezeichnet, ]7 9° > n!* gilt, gleich 
ı<z 


o(nu”?) ist. Daher erhalten wir aus (10) die Gleichung 
(11) S(n) = 29, (f(p)) + O(nu!v"®), 
u <pan 


1) A. Selberg, Norske Vid. Selsk. Forh., Trondhjem 19, No. 18 (1947), 64—67. 
12) Methode von P. Erdös, J. London Math. Soc.27 (1952), 7—15, Lemmas 1, 5, 6. 
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Endlich knüpfen wir an die ursprüngliche Hardy-Ramanujan Methode an. Man 
schreibt (11) in der Form 


S(n)—{1+oli)}mu'= z@ a = 0(. P} Ik rain), e=o(l), 
u<psn k 
le, up) -»l >er jk—v| >, 
wo G,(n) die Anzahl derjenigen Primzahlen p, 2, <p=<.n, ist, für die f(p) genau k 


verschiedene Primteiler g,,..,% (4 <,4tf0),@=1,2,...,%; m ges) 
hat. Wir benutzen wieder die Selbergsche Siebmethode und beweisen damit, daß 


4 eu 
G;({n) < Cs aa (v + are + n? 2 
und folglich 
k-1 
z krank 2 TE + 0m 


k 
lk-+,|>e |k—r|>e 


ist. Nun aber kann man zeigen (Erdös ”), Seite 209), daß 


nut z er = O(nu'9), 


jk-+]|>e 


ist, wo ö eine gewisse, von e abhängige positive Zahl bedeutet, und somit ist der Beweis 
von Satz 3 beendet. 


University College, Exeter. 





Eingegangen 10. Februar 1955. 





Erweiterungsproblem galoisscher Körper 


und Zerfall einfacher Algebren. 


Von Gudrun Beyer in Hamburg. 





Einen Zusammenhang zwischen dem Zerfall einfacher Algebren und der Lösbarkeit 
gewisser Erweiterungsprobleme galoisscher Körper hat zuerst R. Brauer [2] festgestellt. 
Hasse [4] zeigte, daß umgekehrt jedes Erweiterungsproblem galoisscher Körper (bei 
abelscher Relativgruppe N) mit der Frage nach dem Zerfall gewisser einfacher Algebren 
zusammenhängt. Der Zusammenhang wurde übersichtlicher dadurch, daß diese einfachen 
Algebren zu einer halbeinfachen Algebra G, dem „verschränkten Gruppenring‘‘ des Er- 
weiterungsproblems [10] zusammengefaßt wurden. Es interessiert dann der Zerfall von G 
über ihrem Zentrum (oder das Einswerden ihrer Schurschen Indizes). Delone-Faddeev [3] 
fanden diesen Zusammenhang auf anderem Wege. Alle genannten Autoren beschränkten 
sich auf abelsche Relativgruppen N im Erweiterungsproblem. P. Wolf [10] konnte bei 
nichtabelschem N einen ähnlichen Zusammenhang zwischen Erweiterungsproblem und 
„Zerfall“ des verschränkten Gruppenringes G feststellen, wobei er aber einen anderen 
Zerfallsbegriff zugrundelegt. Es soll hier dieser Begriff auf einen bekannten Zerfallsbegriff 
(Jehne [6]) zurückgeführt werden, der insbesondere, wenn R abelsch ist oder wenn der 
betrachtete galoissche Körper 2/2, die absolut irreduziblen Charaktere von N enthält, 
gerade auf den Zerfall der Algebra G über ihrem Zentrum hinausläuft. 

Die dazu benötigte Strukturuntersuchung von G ist nach Nakayama-Shoda [7] 
auch für die Theorie der Darstellungen endlicher Gruppen durch halblineare Trans- 
formationen von Interesse. Sie gestattet ferner als Nebenresultat einen neuen Beweis 
eines gewissen Einzigkeitssatzes [1]. 


1. Es sei 2/Q, ein galoisscher Körper mit der Gruppe 9, die zugleich als Faktor- 
gruppe der endlichen Gruppe ® mit dem Kern X dargestellt und mit dieser identifiziert 
sei. Die Charakteristik von 2 gehe nicht in der Ordnung von N auf. Das Erweiterungs- 
problem von 2/2, mit © besteht in der Frage nach einer kommutativen galoisschen 
Algebra K/2 mit der Gruppe %, die zugleich über 2, mit der Gruppe & galoissch ist. 
Dabei heißt eine kommutative Algebra X /Q2, galoissch mit der Gruppe &, wenn sie halb- 
einfach ist, & als Automorphismengruppe über 2, besitzt und eine der beiden folgenden, 
zueinander äquivalenten Eigenschaften hat: 

a) K besitzt über.dem Grundkörper 2, eine Normalbasis bezüglich & (d.h. eine 
Basis, die aus den &-Konjugierten eines Elementes besteht), 

b) & läßt nur den Grundkörper 2, elementweise fest, und der Rang von K/Q, ist 
mindestens gleich der Ordnung von ©: 


[X:2,] 2 (6:1). 


Eine kommutative galoissche Algebra ist direkte Summe zueinander isomorpher und unter 
& konjugierter galoisscher Körper. 
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Eine beliebige Algebra Z/2, heißt (nach Jehne [6]) galoissch mit der Gruppe ©, wenn 
ihr Zentrum K eine kommutative galoissche Algebra über 2, mit der Gruppe © ist und 
die Galois-Automorphismen von Ä sich auf die volle Algebra L fortsetzen lassen (wenn 
also, anders gesagt, & äußere Automorphismengruppe von L/Q2, ist, die im Zentrum eine 
Galoisgruppe induziert). Teichmüller und Jehne [6] haben für solche Algebren eine 
Theorie der verschränkten Produkte entwickelt. Insbesondere ist ein verschränktes Pro- 
dukt von L/2, mit einer Galoisgruppe eine zentrale einfache Algebra über 2, und ist in 
ihm Z die Gesamtheit aller mit X elementweise vertauschbaren Elemente. . 

Auf die in der Einleitung genannte Algebra G/Q2,, die dem Erweiterungsproblem 
zugeordnet ist, führt der folgende Gedankengang. Angenommen, das Erweiterungsproblem 
ist lösbar durch eine galoissche Algebra K/Q2,. Dann betrachte man das verschränkte 
Produkt von X /2, mit der Galoisgruppe & zum Faktorensystem 1. Beschränkt man in 
der Darstellung 

Z Sa; (x; aus K) 


S aus Ö 
seiner Elemente die Koeffizienten x, auf 2, so erhält man eine Algebra G, die ohne Kennt- 
nis der Erweiterungsalgebra K konstruiert werden kann. Diese Algebra G/2,, der ver- 
schränkte Gruppenring von & über 2/2,, ist also definiert als die & enthaltende Algebra 
über 2, mit einer Relativbasis über 2, die sich zur Gruppe ® isomorph multipliziert und 
mit dieser identifiziert werden möge, also mit dem allgemeinen Element 


S Sa, mit a, aus 2, 
S aus Ö 


und mit der Vertauschungsregel 
aS = Sa: für ain 2 undds=S mod. 


In den extremen Spezialfällen g = 1 bzw. N = 1 ist G der Gruppenring von NR über 2 
bzw. das verschränkte Produkt von 2/2, mit seiner Galoisgruppe zum Faktorensystem 1. 


2. Der verschränkte Gruppenring G enthält den wegen der Charakteristikvoraus- 
setzung halbeinfachen Gruppenring N von R über 2 in Form der Elemente 


5 Ua,. 


TausN 
Die direkte Zerlegung von N in einfache Ideale sei 


N=dir Ze,N, 
x 


wobei die e, die unzerlegbaren Zentrumsidempotente von N in bekannter Zuordnung 
zu den über 2 irreduziblen Charakteren x von N bedeuten. Da NR Normalteiler in © ist, 
sind die Relativbasiselemente $ von G über 2 mit dem Gruppenring N als Ganzem ver- 
tauschbar, so daß N bei den durch Transformation mit den 5 bewirkten inneren Auto- 
morphismen von G insgesamt invariant ist, also Automorphismen erfährt. Diese durch 
Transformation mit den $ aus & gelieferten Automorphismen von N lauten explizit 


_g- per S 
(„Z„Ue) =S BE BEL. IE mE._ PR a; 


wo wie in allem Folgenden s = $S mod 8 und U? = S-!US bedeutet. Die im Zentrum 
C von N induzierten Automorphismen hängen nur von den zugeordneten Elementen s 
aus g = G/N ab und stimmen im Teilkörper 2 mit den Galois-Automorphismen überein. 
Sie seien demgemäß mit den Exponenten s bezeichnet. Insbesondere werden bei diesen 
Automorphismen die Zentrumsidempotente e, von N untereinander permutiert: 


=. 
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Dies definiert eine zu g homomorphe Gruppe T von Permutationen x — x, der Charak- 
tere x. Die Klassen T-konjugierter Charaktere (Transitivitätsgebiete unter’) mögen mit $ 
bezeichnet werden. T-konjugierte Charaktere haben gleichen Grad, denn die ihnen ent- 
sprechenden einfachen Ideale des Gruppenringes gehen durch die Automorphismen 5 
von N auseinander hervor, sind also als Algebren über 2, isomorph (als Algebren über 2 
nur halblinear isomorph). 


3. Die den Charakterklassen 8 zugeordneten orthogonalen Idempotente e, = 2 e 
xin 


des verschränkten Gruppenringes haben die Eigenschaft & e& = 1. Sie liegen sicherlich 


x 


im Zentrum Z von G und gestatten jedenfalls innerhalb N keine weitere Zerlegung in 
orthogonale Zentrumsidempotente von G. Im folgenden Satz wird darüber hinaus gezeigt, 
daß die e, sogar innerhalb G im Zentrum orthogonal unzerlegbar sind. 


Daß die Algebra G halbeinfach ist (Nakayama-Shoda [7], Osima [8]), folgt aus der 
weitergehenden Aussage, daß das Ideal e,G einfach ist. Diese Aussage ist in dem folgenden 
Satz enthalten, den unter der Voraussetzung, daß N abelsch ist und 2 die absolut irre- 
duziblen Charaktere von N enthält, Hasse [4] bewiesen hat. 


Satz. a) In der direkten Zerlegung 
des Gruppenringes N von W über Q@ nach den Charakterklassen & von N über 2 hat bei der 
Automorphismengruppe © von N jeder Bestandteil N, als Invarianzteilalgebra einen Er- 


weiterungskörper Zg|eg%2,, und es ist N„ eine galoissche Algebra mit der (Faktor-) Gruppe g 
über Z.. Ihr Zentrum C, ist dabei galoissch vom Typus 


C,=Z,Xe2. 
b) In der direkten Zerlegung 
G = dir 269 mit G, = 96 = G&% 
des verschränkten Gruppenringes G von © über 2/2, vermöge der orthogonalen Zentrums- 


idempotente e, ist jeder Bestandteil G, ein verschränktes Produkt der galoisschen Algebra N, 
mit ihrer Gruppe g. Ist nämlich 


G= U RR, R,R,= R,Q,. (Q,. in R) 
eine Zerlegung von © nach WR, so bilden die 
r,=eR, 
eine Relativbasis von G, über N, mit den Relationen 
or,=ror(ainN,), ner (> aQ,): 


also mit dem Faktorensystem q,,.- 


c) Insbesondere ist demnach jeder Bestandteil G, einfach (mit Z, als Zentrum) und 
somit G selbst halbeinfach. j 


Beweis. a) Die durch die inneren Automorphismen 5 aus & von G im Zentrum C, 
von N, induzierten Automorphismen bilden eine zu g homomorphe Gruppe. Diese ist 
sogar zu g isomorph, weil im Teilkörper e,2 alle Automorphismen s voneinander ver- 
schieden sind. Der Invarianzring Z, von C, bei dieser Gruppe ist ein Körper, weil bei 
ihr alle Idempotente e,(x in 8) transitiv permutiert werden. 
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Das Kompositum P der beiden Teilkörper Z, und e,2 von C, besitzt als Algebra 
über Z, die Automorphismengruppe g, die in e,42 die Galoisgruppe über e,2, induziert. 
Wegen seiner Kommutativität ist P also ring- und g-homomorphes Bild des über e,2, 


‘ 


e 
@ 





F 
gD 


genommenen direkten Produktes D=Z,xe,2. Dieses ist als Ringerweiterung des 
galoisschen Körpers e,2/e,Q2, galoissche Algebra mit der Gruppe g über Z,. Als solche 
enthält D aber kein eigentliches, bei g zulässiges Ideal, also ist P sogar isomorph zu D: 


Da Pin C, enthalten ist, folgt hieraus insbesondere, daß die nur den Grundkörper 
invariant lassende Automorphismengruppe g der halbeinfachen kommutativen Algebra 
C„/Z, eine Ordnung hat, die höchstens gleich dem Rang dieser Algebra ist. Demnach ist 
C, bei dieser Gruppe g galoissch und stimmt aus Ranggründen mit P überein. Die Galois- 
Automorphismen von C, lassen sich offenbar fortsetzen zu Automorphismen von N,. 


b) Die Elemente ,=e,RA, aus G, genügen sicherlich den im Satz genannten 
Relationen. Daraus folgt, daß G, ringhomomorphes Bild des verschränkten Produktes 
von \, mit g zum Faktorensystem g,, ist, dessen Assoziativität aus der Assoziativität 
von Q,, folgt. Da dieses verschränkte Produkt eine einfache Algebra ist, muß G,„ sogar 
ringisomorphes Bild derselben sein. Insbesondere bilden demnach die r, eine Relativbasis 
von G, über N,. 

c) Die letzte Aussage des Satzes folgt dann unmittelbar aus der Theorie der ver- 
schränkten Produkte. (Die in [6] gemachte Voraussetzung, daß 2 unendlich sein soll, 
ist nach M. Kneser unwesentlich.) 


4. Wie Delone-Faddeev [3] und unabhängig von ihnen Hasse [4] und Wolf [9] 
gezeigt haben, is‘, notwendig für die Lösbarkeit des Erweiterungsproblems die Existenz 
eines Verkettungssystems, d.h. eines Systems von regulären Elementen des Gruppen- 
ringes N, die den Gleichungen 


(8) r B, st 2 B, Br 


genügen. Im Hinblick auf die Einbettung des Gruppenringes N in den verschränkten 
Gruppenring G bezeichnete Wolf [10] die Lösbarkeit dieser Gleichungen (8) mit „Zerfall 
des verschränkten Gruppenringes G‘‘. Dieser Zerfall hat durch den in Nr. 3 bewiesenen Satz 
eine neue Bedeutung gewonnen: Er ist gleichbedeutend mit dem Zerfall im Sinne der Theorie 
der verschränkten Produkte der Faktorensysteme g,, der sämtlichen im Satz genannten 
verschränkten Produkte G, der N,„. Zerfällt der Gruppenring N über seinem Zentrum, 
so ist dies (Jehne [6], S. 82f.) gleichbedeutend mit dem Zerfall der halbeinfachen Algebra G 
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über ihrem Zentrum. Das ist also z. B. der Fall, wenn N abelsch ist oder wenn 2 die 
absolut irreduziblen Charaktere von N enthält. Im allgemeinen kann man nur aussagen, 
daß der Exponent der einfachen Algebra G, mit demjenigen von e,N (x aus ®) über- 
einstimmt, wenn das zugehörige Faktorensystem g, , zerfällt. (Ist 2 endlich algebraischer 
Zahlkörper, so ist er jedenfalls ein Vielfaches des letzteren, auch wenn g, , nicht zerfällt.) 

Die bekannte Reduktion [6] der Theorie der verschränkten Produkte einer halb- 
einfachen galoisschen Algebra auf die Theorie der verschränkten Produkte einer ein- 
fachen galoisschen Algebra gestattet weiter auch hier ein Analogon der bei Hasse [4] 
durchgeführten Reduktion. der Gleichungen (8). Insbesondere ergibt sich ein neuer 
Beweis einer von Osima ([8], Satz 6 und 7) gefundenen Tatsache über Darstellungen 
endlicher Gruppen durch halblineare Transformationen, der unter der Voraussetzung, 
daß der Grundkörper 2, die absolut irreduziblen Charaktere von R enthält, in ähnlicher 
Weise von Nakayama-Shoda ([7], Satz 5) geführt wurde. 


5. Daß es ‚im wesentlichen‘ nur ein Verkettungssystem für ein Erweiterungs- 
problem geben kann, hat Hasse [4], [5] unter der Voraussetzung bewiesen, daß N abelsch 
ist und 2 die absolut irreduziblen Charaktere von N enthält. Den ersten, rechnerischen, 
seiner beiden Beweise, der die Unendlichkeit von 2 zur Voraussetzung hat, habe ich 
früher [1] für den hier betrachteten Fall verallgemeinert. Mit Hilfe des Satzes aus Nr. 3 
läßt sich nunmehr auch der zweite, begriffliche, Beweis von Hasse übertragen, so daß 
der Satz insbesondere von der Unendlichkeitsvoraussetzung für 2 befreit ist. Es gilt 
also: 


Einzigkeitssatz. Sind B, und B} Lösungen von (B) im Gruppenring N, so gibt es ein 
reguläres A in N derart, daß 


AB, = B,A": 

ist. 

Beweis. Daß das Systeın B, aus N den Gleichungen (8) genügt, ist gleichbedeutend 
damit, daß die Elemente 

(1) v‚= AB" 
aus dem verschränkten Gruppenring G die Eigenschaft 

(2) Va ana) V; V: 
haben. Die Gleichungen (1) besagen, daß der durch Transformation mit V, bewirkte 


Automorphismus von N derselben äußeren Automorphismenklasse angehört wie R, oder 
daß im Zentrum C von N 


V,!"ÄAV, = A' für A aus C 


gilt. Für die einzelnen Komponenten e,G bedeutet dies, daß die e,V, (se g) über der 
galoisschen Algebra C, das verschränkte Produkt P mit Faktorensystem 1 erzeugen. 
Gibt es also ein zweites B}, d.h. ein V; und somit V; e, und P’ mit den entsprechenden 
Eigenschaften, so sind P und P’ über C, isomorphe einfache Teilalgebren der einfachen 
Algebra e,G, und es gibt einen inneren Automorphismus von e,G, der C„ elementweise 
fest läßt und e,V, in e, V; überführt. Sei A, ein zugehöriger Transformator: 


(3) Az'AA,=Ä für A aus C, (3) AztegV, Ag = &V;. 
Nach der Theorie der verschränkten Produkte muß wegen (3,) A, in N,, also 
A=2A 
& Ay 
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im Gruppenring N liegen. Wegen (3,) ist 
AT'VA=V;, 


also nach (1) 
AB, = B,A®. 


Damit ist der Einzigkeitssatz neu bewiesen. 
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